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1 Plano de Ensino

A ementa da disciplina Modelagem e Simulacao de Processos abrange a sistematizagdo do desenvol-
vimento, simulagao e andlise de modelos fenomenolégicos concentrados e distribuidos de unidades de
processos quimicos em estado estaciondrio e em estado nao estacionario. Os contetudos desta disciplina
devem capacitar o discente no desenvolvimento de modelos fenomenoldgicos em engenharia quimica
no que tange modelos concentrados e distribuidos em estado estacionario e transiente, bem como de

compreender os principios bésicos da anélise dinamica de sistemas. O programa que deve ser cumprido

nesta disciplina contempla os seguintes tépicos':

Conteudo
1. Definicoes Basicas

e Modelo matematico e Simulagdo de processos;

e Aplicagoes, vantagens e desvantagens da simulacao de processos;

e Etapas do desenvolvimento sistemético de modelos matematicos para fins de simulagao e
andlise;

e Classificagao de modelos matematicos baseados nos principios dos fenémenos de transporte;

e Tipos de programas computacionais para a simulagao e critérios para avaliagdo e selegao.
2. Tratamento de modelos matematicos para fins de simulacao e andlise

e Analise do nimero de graus de liberdade;

e Adimensionalizacao de modelos matematicos;
e Linearizacao de modelos matematicos;

e Perturbacgoes;

e Andlise de sensibilidade paramétrica;

e Validacao de resultados simulados;

e Equacoes diferenciais ordinarias e parciais. Problemas de valor inicial e de valor no contorno.
Condigoes iniciais e condigoes de contorno;

e Métodos numéricos para a solucao de modelos concentrados;

e Métodos numéricos para a solucao de modelos distribuidos.
3. Modelagem e simulagao de sistemas concentrados

e Modelos em estado nao estaciondrio;
e Simulagao de modelos em estado estaciondrio. Andlise dos resultados;

e Simulagdo de modelos em estado néo estaciondrio. Andlise dos resultados.
4. Introducgao a andlise dindmica de sistemas lineares e nao lineares

e Defini¢oes (Autovalor e autovetor, Matriz Jacobiana, Plano de fases)
e Estabilidade e pontos fixos
e O modelo do reator bioquimico

e O modelo de Lorenz e o comportamento cadtico
5. Modelagem e simulagao de sistemas distribuidos

e Modelos em estado estacionario;

1A mesma pode ser baixada no seguinte link http://www.fslobato.eng.br/?p=ensino
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e Modelos em estado nao estaciondrio;
e Simulagao de modelos distribuidos em estado estacionério;

e Simulagao de modelos distribuidos em estado nao estacionario.

Metodologia

e As aulas ocorrerao as segundas e tergas-feiras no horéario definido pela coordenacao do curso
para cada turma. As aulas serdo ministradas de forma presencial.

e Os discentes farao a leitura do material encaminhado para as aulas e exercicios de aplicacao da
metodologia vista em sala.

Avaliacao

A disciplina tera 2 avaliacoes individuais (0 a 100 pontos) na forma escrita. As datas serao divulgadas
no 1° dia de aula. Essas duas avaliacOes terao pesos iguais. Ao final do semestre serd considerada a
média destas duas avaliagoes para computar a nota de cada discente.

Atividade de Recuperagao: Art. 141. Serd garantida a realizagdo de, ao menos, uma atividade
avaliativa de recuperacao de aprendizagem ao estudante que nao obtiver o rendimento minimo para
aprovacao e com frequéncia minima de 75% (setenta e cinco por cento) no componente curricular.
Neste contexto, uma prova substitutiva sera realizada ao final do curso e substituird a menor nota
obtida pelo discente que nao conseguir a média necessaria para a aprovacao na disciplina. Em caso
de auséncia em uma das duas provas regulares o discente podera fazer a prova substitutiva. Os casos
omissos serao avaliados pelo docente responsavel.
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Prentice Hall, 1998.
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Janeiro: E-papers, 2001

CONSTANTINIDES, A.; MOSTOUFI, N. Numerical methods for chemical engineers with matlab
applications. Prentice Hall PTR, USA, 1999.

CUTLIP, M. B. Problem solving in chemical and biochemical engineering with polymath, excel, and
matlab. Upper Sadlle River: Prentice Hall, 2008.
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2 Definicoes Basicas

2.1 Modelo Matematico

O uso de modelos matemadticos para representar os diferentes fenémenos da natureza configura-se
como uma estratégia com grande importancia para fins da simulacao, analise, projeto, otimizacao e
controle de sistemas de engenharia. Dentre as intimeras aplicacdes que podem ser encontradas na
literatura pode-se citar a modelagem: i) do crescimento de populagoes epidemiolégicas; i7) da concen-
tragao de células cancerigenas; iii) do processo de transferéncia de calor em tecidos; iv) do processo
de integracdo massa/energia em industrias, entre outras. No contexto industrial, cada vez mais se
tem noticia do desenvolvimento de pacotes computacionais voltados para a modelagem e simulacao,
visto a sua grande aplicabilidade. Seu uso esta relacionado com fatores econoémicos, com a possi-
bilidade de aumentar a eficiéncia dos processos, com a integragdo massa/energia, com preocupagoes
ambientais e de seguranca. Este interesse, dentre outros aspectos, se deve principalmente ao desen-
volvimento de ferramentas numéricas associado a sofisticacdo dos processadores utilizados nos atuais
microcomputadores, permitindo o tratamento de problemas mais realisticos.

Conceitualmente, entende-se por modelo como sendo a transcricao, em termos de equacgoes, de
fenomenos que ocorrem na natureza, isto é; uma “representagdo simplificada” da realidade (Assis,
2007; Oliveira-Lopes, 2008). A literatura apresenta outras defini¢oes similares, dentre as quais pode-
se citar:

e “Modelo é uma representacao dos aspectos essenciais de um sistema, que apresenta conhecimento
desse sistema em uma forma utilizdvel.” (Eykhoff, 1974).

e “Modelo é um sistema de equacées, cuja solucao, dado um conjunto de dados de entrada, repre-
senta a resposta do processo.” (Denn, 1986).

e “Um modelo nada mais é do que uma abstragdo matemética de um processo real.” (Seborg et al. ,
2004).

e “Modelo é um conjunto de equagdes que nos permite prever o comportamento de um processo
quimico.” (Bequette, 1998).

De forma geral, pode-se afirmar que qualquer modelo é obtido a partir de uma série de hipoteses,
por mais simples ou ébvias que possam parecer. Por exemplo, uma equagao do segundo grau tem como
hip6tese bésica que o coeficiente associado ao termo quadratica deve ser diferente de zero (condigao
de existéncia). No contexto da engenharia, tanto os modelos fenomenolégicos quanto os constituti-
vos/empiricos sdo formulados a partir de um conjunto de hipdteses. Isto implica que o uso de hip6teses
delimitam o campo de atuacao dos modelos, isto €; os mesmos sé poderao ser empregados em condigoes
pré-estabelecidas por tais hipdteses, nao podendo, a priori, serem empregados para outras condigoes.
Todavia, em situacoes bem particulares, alguns modelos podem até ser extrapolados desde que o
fenomeno analisado tenha comportamento similar ao compreendido pelo modelo. Por exemplo, se o
fenomeno fisico associado a um estudo de caso tiver comportamento aproximadamente linear, este
poderé ser representado por um modelo linear e, devido as caracteristicas mateméticas do mesmo
(inclinagao constante), qualquer extrapolagao nao implicard em erros absurdos.

Como destacado anteriormente , os modelos matemaéaticos que representam os fenomenos da na-
tureza sao indispensaveis nas fases de simulacao, analise, projeto, otimizacao e controle. Além disso,
enfatiza-se que a complexidade do modelo é funcao das hipéteses consideradas para a obtencao do
mesmo (Bequette, 1998). A seguir sdo apresentadas algumas destas aplicagoes (Secchi, 1995):

e Pesquisa: obtengdo de parametros em relagoes constitutivas/empiricas a partir do uso dados
experimentais ou de relagoes geométricas.;
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e Projeto: determinacao do dimensionamento, condicoes de operagao e layout de equipamentos.
Todas estas etapas requerem o uso de modelos matematicos que sao empregados em softwares
para essa finalidade;

e Anailise: avaliacdo dos efeitos de diferentes condigcoes de operacdo na resposta do processo.
Conhecendo-se o modelo mateméatico preditivo que reproduz satisfatoriamente o fenémeno ana-
lisado, o mesmo pode ser empregado como ferramenta de andlise sem ter que operar diretamente
a planta;

e Otimizagao: determinacao das condigoes 6timas de operacao em um processo a partir do uso de
modelos matematicos associados a ferramentas de otimizagao;

e Controle: avaliagao de condigdes de entrada/saida do processo a partir de estratégias para manter
o mesmo dentro de uma faixa desejavel de operacao;

e Treinamento: utilizacao de modelos mateméaticos para o treinamento de funcionarios em proces-
sos industriais. Além de caracterizar uma forma segura de insercao de funcionarios na operagao
de processos, usualmente esta estratégia é menos onerosa do que trabalhar diretamente com a
planta.

Cabe ressaltar que as bases para o desenvolvimento dos modelos matematicos em processos quimicos
sao fundamentados nas leis de conservacao de massa, de energia e quantidade de movimento, associados
a conceitos de equilibrio quimico e termodinamico e em relagoes geométricas (Franco, 2021).

Do ponto de vista matematico, os modelos podem ser representados por equacoes algébricas,
equacoes diferenciais ordindrias, equagoes diferenciais parciais, ou uma combinacao destas. A obtencao
de um modelo é funcao das hipdteses consideradas. Por exemplo, considere a equacao da difusao-
conveccao-reacao descrita como:

oC oC 0*C
s R _U27A —i—DiA —kCy (1)
ot 0z 022~~~
. v Y Reacao
Actmulo Convecgao Difusao

em que t é o tempo, z é o comprimento, C'4 é a concentracao da espécie A, v, é a velocidade, D é o
coeficiente de difusao e k é a constante de reacao.

O modelo apresentado é uma equagao diferencial parcial em funcao das variaveis C'4 (dependente)
e t e z (independentes). Todavia, este pode ser simplificado se for considerado:

e Estado estaciondrio, isto é; nao existe dependéncia como o tempo. Assim, o modelo se torna:

dCy d?C' 4
— 0, ZA 4D
0 v dz + dz?

—kCa (2)

que é um modelo puramente diferencial ordinédrio de segunda ordem.
e Sem contribuicdes espaciais, isto é; nao existe dependéncia com o comprimento. Assim, o modelo
se torna:

dCy _
W_ kC'a (3)

que é um modelo puramente diferencial ordinario de primeira ordem.

e Estado estacionario e sem contribuicao convectiva, isto é; nao existe dependéncia com a derivada
primeira no espaco. Assim, o modelo se torna:

d?Cy
dz?

0=D —kCy (4)
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que é um modelo puramente diferencial ordinédrio de segunda ordem.

e Estado estaciondrio e sem contribuicao difusiva, isto é; nao existe dependéncia com a derivada
segunda no espaco. Assim, o modelo se torna:

dCy
dz

0= —uv,

— kCy (5)
que é um modelo puramente diferencial ordinario de primeira ordem.

Em resumo, como pode ser observado, a depender da hipotese considerada, o modelo original pode
ter uma nova classificagdo (algébrico, ordinério ou parcial).

2.2 Simulacao de Processos

Simular um processo consiste em analisar o modelo que representa um dado fenomeno (Verma, 2015).
Neste caso, o modelo é descrito por um conjunto de equagoes (algébrico e diferencias) que, dificilmente,
podem ser avaliadas analiticamente. De forma geral, os objetivos da simulacao sao prever o futuro e
avaliar o efeito dos parametros presentes no modelo nos perfis obtidos.

Com o aprimoramento dos processadores dos computadores associados a técnicas numéricas cada
vez mais sofisticadas, observa-se um aumento crescente na capacidade de simulacao de sistemas cada
vez mais sofisticados. Neste cenério, a simulagdo (computacional), que consiste no uso de técnicas
matematicas empregando computadores para a andlise dos processos através do uso de modelos,
surge como alternativa para a predicao do comportamento dos diferentes sistemas em engenharia e
areas afins. Assim, a partir da mudancas das informagoes que alimentam o modelo de simulagao,
as respectivas saidas podem ser analisadas de modelo a ampliar o conhecimento sobre o fenémeno
avaliado. Desta maneira, podemos entender a simulacao como um processo amplo que engloba nao
apenas a construcao do modelo, mas todo o método experimental que se segue, buscando: i) descrever
o comportamento do sistema; i) construir teorias e hipdteses considerando as observagoes efetuadas;
i1i) usar o modelo para prever o comportamento futuro, isto é; os efeitos produzidos por alteragdes no
sistema ou nos métodos empregados em sua operacao.

E importante destacar que a simulacao faz uso de um modelo matemético. Este deve ser capaz de
representar o fené6meno em andlise para que os resultados da simulacao sejam confiaveis. Neste caso,
para fins de validagao do modelo deve-se usar pontos experimentais (que representam o fenémeno em
estudo), bem como avaliar a saida fisica do modelo de previsao proposto.

2.2.1 Tanque com Salmoura

Para fins de aplicacao deseja-se simular o modelo matematico que representa uma simples operacao
em engenharia, a saber, como a massa de um sal contida em um tanque varia ao longo do tempo,
assumindo que a solugao (salmoura=sal+agua) é homogeneizada instantaneamente dentro do tanque
(Neste caso, a concentragao de sal nao é fungao da posicao dentro do tanque). Este tanque, com
volume inicial (V'(0)) igual a 100 L e com 10 Kg de sal, é alimentado por uma vazao ¢ (2 L/min) que
apresenta uma concentragao de sal (C,) igual a 0,2 Kg/L. A saida de massa do tanque é representada
por uma vazao de saida (@) igual a 1 L/min e com concentragdo de sal na saida Cs (desconhecida),
conforme apresentado na Fig. 1.

Para simular o processo descrito, inicialmente tem-se que obter o modelo que o representa. Intui-
tivamente, a variacgao do volume de solucao dentro do tanque em um instante de tempo ¢ qualquer
deve ser igual a diferenca entre as vazoes de entrada e saida do mesmo, visto que nao existe reacao
quimica. Matematicamente, tem-se:

%/ =q¢-Q, V(0)=100 (6)
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Figura 1: Tanque com salmoura.

Esta equacao diz respeito a massa como um todo, isto é; nao leva em consideracao especificamente
a massa do sal, mas sim o conjunto sal+agua. Para essa finalidade, a variagdo de massa do sal contida
no sistema em um instante de tempo ¢ qualquer deve ser igual a diferenca entre a massa de sal que
entra e que sai do mesmo. Assim, matematicamente, pode-se representar a variacdo da massa do sal
(M) ao longo do tempo como:

dM
ﬁ = qu — QCS, M(O) =10 (7)
em que os termos qC, e QC, representam as quantidades de sal que entram e que saem do tanque por

unidade de tempo.

Como nao conhecemos a concentracao do sal na saida (Cj), pode-se expressar a massa do sal em
funcdo do volume do tanque e da sua concentragao na saida (ja que considera-se que o sistema é bem
misturado, isto é; o sistema é homogéneo). Neste caso, sabendo que M = Vs, obtém-se a seguinte
relagao:

d(VCs
W) _ yoo—qon, €0 = mE)/vo) = 0.1 (8)
Considerando os parametros definidos anteriormente, o sistema dado pelas Egs. (6) e (8) pode ser

simulado (resolvido) para um tempo total de 50 minutos, conforme pode ser observado na Fig. 2.

Na Figura 2(a) é apresentada a variagao do volume do tanque ao longo do tempo. Como o valor
da vazao de alimentacao (¢) é maior do que a vazao de saida (@), o volume calculado pela Eq. (6)
aumenta de forma linear, visto que ambas as vazoes sao constantes. E importante ressaltar que, do
ponto de vista fisico, deve-se tomar cuidado ja que todo tanque tem volume finito. Assim, aumentar o
tempo de simulacao implica em encontrar um tanque com volume tendendo a infinito. Assim, pode-se,
por exemplo, definir um limite superior para o volume de forma que uma solugao inviavel nunca seja
obtida. A variacao da concentragao do sal ao longo do tempo é apresentada na Fig. 2(b). Nesta
observa-se que a concentracao de sal ao longo do tempo aumenta. Esse resultado ja era esperado,
visto que a vazao na entrada é maior do que a da saida. Ressalta-se que o valor da concentracao de sal
aumenta até alcangar o limite méximo da concentragao de entrada (condi¢ao de estado estacionério).
Finalmente, na Fig. 2(c) é apresentada a variacao da massa do sal ao longo do tempo. Esta aumenta,
visto que tanto a concentracao de sal quanto o volume aumentam ao longo do tempo.

Na pratica, qualquer sistema que possa ser representado por um modelo pode ser simulado (em
estado estaciondrio ou dindmico), se todas as informagoes que caracterizam a entrada do mesmo
sejam conhecidas (parametros e condigoes inicial e de contorno). Neste caso, em todas as areas da
engenharia os modelos podem ser simulados para fins de analise, como serd apresentado durante o
curso. Como destacado anteriormente, a principal vantagem da simulacao de um modelo ¢é a capacidade
de predicao do comportamento do processo de interesse sob determinadas condicoes de entrada. Por
outro lado, como principal desvantagem pode-se citar a dependéncia do modelo com as hipdteses
que foram utilizadas para a elaboragao do mesmo. Isto implica que se, qualquer uma das hipétese
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Figura 2: Perfis de volume, concentracao e massa de sal em funcdao do tempo.

utilizadas para a elaboracao do modelo forem alteradas, a forma final do modelo também é alterada.
Em resumo, o modelo sé pode ser analisado no contexto em que o mesmo foi elaborado, ndo sendo
adequado utiliza-lo para condi¢ées em que ele nao foi idealizado.

2.2.2 Tipos de Simulagao
Dinamica

As industrias de processamento operam em modo descontinuo ou continuo. Neste caso, até alcangar o
objetivo pretendido, o processo passa por uma etapa dinamica em que as variaveis dependentes (e em
véarios casos os parametros) sdo fungdes do tempo. Assim, a simula¢do que considera o tempo como
varidvel independente é denominada de simulagdo dinamica. Como aplicagoes praticas pode-se citar
(Verma, 2015): i) uso de simulagao dinamica para obter condigoes de operagao ideais em um processo;
i1) o tempo necessario para a inicializagao e finalizacdo de um processo pode ser minimizado com o
uso de simuladores dinamicos; iii) determinacao de um procedimento seguro, vidvel e econémico para
inicializacao e desligamento do processo via simula¢ao dinamica; iv) desenvolvimento de sistemas para
treinar o pessoal da fibrica.

Do ponto de vista matematico, os modelos dinamicos sao inerentemente complexos, pois sao re-
presentados por equagoes diferenciais.
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Estado Estacionario

O estado estacionario pode ser entendido como um caso particular da simulagdo dinamica, isto é;
esta condigao é observada quanto o tempo tende a infinito. Neste caso, as variaveis dependentes e
parametros permanecem constantes e ndo mudam com o tempo. Assim, quando as leis de conservacao
de massa, energia e momento sao aplicadas, o termo de acimulo é igual a zero. Do ponto de vista
matematico, as equagoes diferenciais nao possuem derivadas temporais. Todavia, é importante ressal-
tar que a andlise em estado estacionario elimina a parte dinamica de um processo, visto que esta ja
passou. Por este motivo, a simulagao dinamica é importante e nao deve ser negligenciada durante o
estudo de um processo.

Estocéastica (Simulacao de Monte Carlo)

Tradicionalmente, os modelos propostos tém natureza deterministica, isto é; nao consideram a presenca
de incertezas nos fenémenos, bem como nao envolvem variaveis aleatérias. Em vez disso, estes fazem
uso de propriedades médias. Como exemplo pode-se citar a transferéncia de calor em tecidos, onde
as propriedades do tecido sao consideradas constantes. Por outro lado, se um modelo de simulacao
envolve variaveis aleatérias, ele é chamado de modelo estocastico. Como exemplo deste tipo de modelo
pode-se citar a constante dos gases ideais. Qual o valor real desta constante?. Qual o efeito pratico da
perturbacao em seu valor?. Estas respostas sao obtidas com o uso de ferramentas para o tratamento
de aleatoriedade, bem como da simulacao estocastica. Em resumo, a simulagdao baseada em modelos
deterministicos obtém os perfis com o uso de propriedades médias. Ja os resultados da simulagao
estocéstica sao calculados para obté-los. Este tipo de simulagao também é conhecido como simulagao
de Monte Carlo.

Evento Discreto

Em varios processos, muitas variaveis mudam continuamente, bem como existem eventos que ocorrem
repentinamente em um dado instante. Por exemplo, a chegada de particulas na parede de um leito
fluidizado é de natureza discreta. A adicdo de reagentes em um reator descontinuo alimentado pode
ocorrer apenas em tempos fixos também é um fenémeno discreto por natureza. Assim, a simulacao de
eventos discretos geralmente envolve varidveis aleatérias. Ja a descricao matematica envolve varidveis
discretas.

Molecular

Para entender os processos a nivel molecular e sua relacdo com os em macroescala, o modelo deve
considerar o efeito da molécula no processo. Simulacoes de dindmica molecular que consideram a
velocidade de cada molécula, as cargas em uma tnica molécula e as forgas entre todas as moléculas
sao realizadas para prever as propriedades fisicas, como coeficiente de expansao térmica, tensao su-
perficial, viscosidade, equilibrio vapor-liquido e equilibrio liquido-liquido. Tais simula¢Ges ajudam a
entender o fendmeno da difusdo em nanoescala e no desenvolvimento de novos medicamentos, enzimas
e biocatalisadores. Por outro lado, ha que se destacar que o custo computacional com as simulagoes
moleculares é alto, sendo necessarios supercomputadores para essa finalidade.

2.3 Etapas para o Desenvolvimento Sistematico de Modelos

A Figura 3 apresenta as etapas bdsicas para a construgao de modelos em engenharia, cuja descrigao
detalhada é apresentada a seguir (Bequette, 1998; Secchi, 1995):

e O primeiro passo para a modelagem de qualquer sistema de engenharia é o conhecimento do

17



p ss0 Real .
rocesso nea | D Definigio dos
\J] objetivos

| > Construgdo do Modelo < : Hipéteses do modelo

~( Revisio

Comportamento
(Simulacio e Andlise)
do modelo

v

Processo Real X Modelo Preditivo

Modelo Preditivo

Nio Sim
By

Figura 3: FEtapas para o elaborag¢io de modelos (Adaptado de Bequette (1998); Secchi (1995)).

processo, isto é; a descricao detalhada dos fendmenos que sdo relevantes. A partir deste conhe-
cimento, define-se quais sao os objetivos a serem alcancados com a modelagem (determinar, a
partir da definigao das condigoes de operagao, quais serao seus efeitos);

Em seguida definem-se as hipdteses necesséarias para a elaboracao do modelo matematico predi-
tivo. Esta etapa é a que efetivamente contribui para a forma final do modelo, isto é; o modelo
preditivo é fungao da escolha das hipdteses consideradas. Neste caso, se a partir de uma dada
hipétese um efeito relevante for negligenciado, o modelo preditivo apresentara desvios significa-
tivos com relacao ao(s) fenémeno(s) analisado(s);

Definicao das leis fundamentais que regem o fenémeno estudado. Neste caso, tem-se como base
as leis de conservacao de massa, energia e quantidade de movimento associadas a equagcoes cons-
titutivas/empiricas e por equagoes basicas para a modelagem de sistemas. As leis de conservagao,
como o proprio nome diz, representam a conservacao dos fenémenos relevantes no processo. Ja
as equagoes constitutivas (ou empiricas) sdo aquelas expressoes matematicas advindas do uso de
dados experimentais, isto é; o seu desenvolvimento ndo estd explicitamente fundamentado em
nenhuma lei de conservacao ou similar. Finalmente, as equacgoes bésicas sao aquelas que tem
origem em relagoes fundamentais da geometria. Estas auxiliam a obtencao de relagoes entre as
varidaveis dependentes e independentes do problema em analise. Para que o modelo possa ser
avaliado analiticamente ou numericamente, condigoes necessarias para a determinagao das cons-
tantes de integracao devem ser definidas. Neste caso, o problema em andlise pode ter condigoes
iniciais e de contorno. O primeiro tipo diz respeito ao estado inicial do processo, sendo este
caracterizado no tempo. Ja as de contorno representam delimitagoes do processo, sendo estas
caracterizadas nas variaveis espaciais;

Obtido o modelo matematico preditivo, o proximo passo é a sua simulacao, isto é; a analise dos
resultados a partir da resolugao analitica ou numérica do equacionamento resultante da mode-
lagem. A escolha da metodologia a ser empregada nesta etapa é funcao da natureza do modelo
obtido, sendo portanto fundamental o conhecimento de ferramentas analiticas ou numéricas para
a sua aplicacao. Para essa finalidade, os seguintes pontos devem ser observados:

— Andlise Dimensional: consiste na verificagdo da consisténcia das unidades dos termos con-
siderados no modelo.
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— Nuamero de Graus de Liberdade (F): esse parametro pode ser definido como o balango de
informacoes do processo, isto é; a determinagao das informagoes que devem ser especificadas
para que a etapa de simulagao possa ser realizada. Matematicamente, este pode ser definido
como sendo a diferenca entre o ntimero de varidaveis dependentes do processo e o niimero de
equacgoes linearmente independentes que representa o modelo preditivo. Para o propdsito
da simulacgao, o F deve ser igual a zero.

e A etapa final desta andlise consiste em comparar o comportamento do modelo matemé&tico
preditivo com o processo real a partir do uso de dados experimentais. E nesta etapa que o usudario
serd capaz de avaliar a qualidade das hipéteses consideradas para a modelagem do processo. Se
estas tiverem sido boas escolhas, o modelo representara qualitativamente e/ou quantitativamente
o processo. Caso contrario, desvios significativos entre o modelo matematico preditivo e o
processo real serao observados. Neste caso, as hipoteses consideradas na modelagem deverao ser
revisitadas de modo a entender o porque destes desvios. Assim, com o relaxamento ou atribuigao
de novas hipéteses, um novo modelo devera ser proposto e todas as etapas subsequentes deverao
ser cumpridas novamente. Este processo continua até que o modelo matematico preditivo seja
considerado satisfatério.

2.4 Classificacao de Modelos Matematicos baseados nos Principios dos Fenomenos
de Transporte

Os modelos mateméticos em engenharia podem ser classificados em cinco grandes classes, conforme
descrito a seguir (Himmelblau & Bischoff, 1968; Verma, 2015):

e Principios Fisico-Quimicos:

— Modelo Molecular e Atomico: trata o sistema como se o mesmo fosse constituido por “en-
tidades” individuais, cada uma das quais obedecendo um certo conjunto de regras, como
por exemplo, a aditividade;

— Modelo Microscopico: considera o sistema como um continuo, isto é; as interagoes entre as
moléculas sao ignoradas e o sistema é tratado via abordagem fenomenolégica. Por exemplo,
aplicado em processos com ou sem escoamento laminar, em problemas de transferéncia de
calor por conducao ou transferéncia de calor com escoamento laminar;

— Modelo de Gradientes Multiplos: equivalente ao modelo microscopico, mas com uma dife-
renca fundamental, o uso de coeficientes efetivos. Estes coeficientes s@o empiricos e devem
ser determinados para cada tipo de equipamento ou unidade de interesse ou calculados
por correlagoes apropriadas. E aplicavel a processos onde o campo de velocidade local nao
pode ser medido ou calculado, a processos com escoamento turbulento ou com fluxo em
passagens complicadas como as encontradas em leitos empacotados ou meios porosos;

— Modelo de Gradientes Mdximos: este consiste da simplificacdo do modelo de gradientes
multiplos, cujos termos de dispersao sao negligenciados e somente o maior componente do
gradiente da varidvel dependente é mantido nos balancos;

— Modelo Macroscopico: ignora todos as caracteristicas internas do sistema, isto é; as equagoes
nao contém gradientes espaciais (sdo valores médios sobre o volume do sub-sistema consi-

derado).

e Empiricos: desenvolvido quando o processo real é muito complexo e os fendomenos subjacentes
nao sao bem compreendidos ou quando a solugdo numeérica do modelo fundamental é dificil de
ser obtida. Para essa finalidade devem ser utilizadas informagoes experimentais para o desenvol-
vimento de uma relagdo entre a entrada e a saida do processo via formulacao e resolugdao de um
problema inverso. Como principais vantagens deste tipo de abordagem pode-se citar: i) modelos
mais simplificados com relacao aos baseados em principios fisico-quimicos; e i) menor tempo
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para a obtencao destes modelos mais simplificados. Por outro lado, como principal desvanta-
gem pode-se citar a menor faixa de aplicabilidade destes em relacdao aos baseados em principios
fisico-quimicos.

Modelos Mistos: combina os baseados em principios fisico-quimicos com os empiricos.

Definicao das Variaveis: o modelo pode ser constituido por varidveis inteiras, bindarias, discretas
ou continuas, ou uma mescla de todas essas;

Modelo Estaciondrio ou Modelo Dinadmico: o modelo estacionario é aquele onde o vetor de
varidveis dependentes nao é funcao da variavel temporal. Por outro lado, no modelo dinamico,
o vetor de varidveis dependentes é fungao da varidvel temporal;

Modelos a Parametros Concentrados ou Modelos a Parametros Distribuidos: no modelo a
parametros concentrados, o vetor de variaveis dependentes nao é funcao das coordenadas geomé-
tricas, apenas do tempo. Neste caso, as caracteristicas do sistema analisado sao descritas de
forma concentrada em pontos bem definidos do sistema, isto é; as variagoes espaciais sao des-
prezadas, resultando em modelos representados por equacgoes diferenciais ordindrias. Por outro
lado, no modelo a parametros distribuidos, o vetor de varidveis dependentes é funcao das co-
ordenadas geométricas, podendo ser funcao também do tempo. Matematicamente, os modelos
que representam essa classe de modelos sao equacoes diferenciais parciais;

Modelos Deterministicos ou Modelos Probabilisticos: os deterministicos sao modelos cujas varia-
veis e parametros tem valores fixos para qualquer conjunto de condi¢bes. Ja os probabilisticos
sao modelos para os quais as varidveis ou os parametros usados para descrever as relagoes entre
entrada e saida e a estrutura dos elementos nao sao conhecidos com precisao.

Modelos Populacionais: sao aqueles utilizados para representar sistemas em que o nimero de
participantes mudam. Como exemplo pode-se citar sistemas em que as particulas podem se aglo-
merar ou quebrar, alterando assim o ntimero de identidades das fases dispersas presentes. Neste
caso, tais modelos de equilibrio populacional requerem a consideracao de varidveis discretas.

Modelos Baseados em Redes Neurais Artificiais: conjunto de estratégias utilizadas para estabele-
cer uma relagao entre as variaveis de entrada e de saida. Tais estratégias, geralmente, consistem
em nos interconectados organizados em camadas, cujas informagoes obtidas em uma dada ca-
mada é repassada para a proxima.

Modelos Fuzzy: estes consistem em qualificar entradas que nao sao bem mensuradas como
grande, muito grande e pequeno usando as demominadas variaveis fuzzy em termos de fungoes
de pertinéncia. Como exemplo, em vez de mencionar a temperatura da dgua, costuma-se dizer
que a agua é quente, fria, muito fria e gelada. Neste caso, os calculos sao feitos convertendo os
estados qualitativos em nimeros. Esta etapa é chamada de defuzzyficacao. Apds os célculos, os
resultados sao novamente convertidos em termos qualitativos de facil compreensao pelo usuario.
Esta etapa é chamada de fuzzificacao.

Modelos Lineares ou Modelos Nao Lineares: um modelo ¢ dito linear se a(s) saida(s) depende(m)
linearmente da(s) entrada(s), bem como de provéveis perturbagoes, caso contrario ele é nao-
linear.

Tempo Continuo versus Tempo Discreto: modelos em tempo discreto sao os que descrevem o
vetor de varidveis de saida em pontos especificos (discretizados) no tempo, geralmente descritas
por equagoes de diferencas. Por outro lado, os modelos em tempo continuo sao os que consideram
a modelagem descrita por equagoes diferenciais, com o tempo continuo.
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2.5 Programas Computacionais Livres

Os programas computacionais estruturados na forma de softwares configuram-se como ferramentas
essenciais para agilizar as atividades desenvolvidas na execucdo de projetos em diferentes areas da
ciéncia. No campo da engenharia quimica, estes podem ser utilizados para o projeto de reatores,
colunas de destilagao, trocadores de calor, biorreatores, evaporadores, bem como para a simular o
funcionamento destes equipamentos. Além de disso, utilizar um programa computacional facilita o
trabalho (em termos de implementacao), e ajuda a evitar erros e distragoes que ocorrem nos célculos
manuais e que podem provocar impactos irreversiveis num projeto.

Até meados dos anos 2000, os softwares ofertados pelo mercado exigiam o pagamento para o seu
uso, 0 que na pratica impedia a maior parte dos estudantes de engenharia em todo o mundo de usé-los,
visto que somente algumas poucas universidades possuiam licencas. Para contornar isso, o ideal Open
Source, desenvolvido por Eric Raymond em 1998, configura uma alternativa para a disseminacao de
softwares gratuitos em todo o mundo.

A seguir sdo apresentados os alguns programas computacionais livres empregados para a simulacéo
de processos na engenharia quimica?.

2.5.1 Simulagao de Processos

e COCO (CAPE-OPEN to CAPE-OPEN, CAPE=Computer Aided Process Engineering): Este
simulador é uma excelente alternativa aos tradicionais pacotes pagos encontrados na literatura
para fins da simulacao de processos em estado estacionario e, que opera de forma sequencial.
Este foi desenvolvido pela empresa Amsterchem e inclui um ambiente para diagramas de fluxo
de processos, operagoes unitarias, um pacote de para andlise de reacoes cinéticas e um pacote
termodinamico. Também é possivel incluir rotinas e campos para aumentar a capacidade em
termos de aplicagoes. Um exemplo de como é o ambiente do COCO ¢ apresentado na Fig. 4.
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Figura 4: Interface grdfica do COCO (Extraido do COCO Simulador).

e Sim42: Este é reconhecido por ser um poderoso simulador de processos quimicos no estado esta-
cionario. Seu desenvolvimento é realizado por voluntarios usando a linguagem de programagcao
Python, coordenados pela Sim42 Software Foundation (www.sim42.org), que detém os direitos

*nttps://betaeq.com.br/index.php/2015/09/16/10-softwares—gratuitos-e-legalizados-para-engenharia-quimica/
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autorais do mesmo. Esta fundacao possui como meta promover o desenvolvimento de um simu-
lador de processos quimicos com cédigo fonte aberto, isto é; o usuario tem a liberdade de copiar,
distribuir e até mesmo modificar livremente o cddigo fonte, sem a obrigacao de redistribuir as
modificagoes. Interessados podem até mesmo modificar o simulador, a fim de usa-lo com modelos
proprietarios, desde que sejam dados os devidos créditos e que os novos produtos gerados nao
fagam uso do nome Sim42, exceto quando autorizado. O ambiente do Sim42 é apresentado na
Fig. 5.
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Figura 5: Interface grdfica do Sim42 (Extraido do Sim42 Simulador).

e EMSO (Environment for Modeling Simulation and Optimization): Escrito na linguagem C++,
o EMSO foi idealizado em 2001 como parte de um projeto de mestrado em engenharia quimica,
em parceria com a UFRGS e empresas nacionais do setor petroquimico. Este poderoso soft-
ware possui um ambiente grafico que permite a modelagem matematica de processos em regime
estaciondrio ou transiente para diversos equipamentos industriais. A linguagem de modelagem
usada pelo EMSO abrange dois niveis: um baseado em equagoes e outro baseado em componen-
tes. Sendo que esta é composta ainda por trés entidades basicas: Models, Devices e Flowsheets.
Essas caracteristicas possibilitam que o usudrio desenvolvam novos modelos dentro do software,
conforme pode ser ilustrado na Fig. 6.

e DWSIM: E um simulador de processos quimicos compativel com o padrao CAPE-OPEN e que
oferece ao usudrio uma interface grafica moderna e didatica, permitindo que os profissionais
e estudantes da area de engenharia quimica possam simular e compreender diversos processos
industriais. Escrito em VB.NET e C, o DWSIM apresenta um conjunto abrangente de operagoes
unitarias, modelos termodinamicos avangados, suporte para sistemas de reagao, ferramentas de
caracterizacao de petréleo e uma interface grafica com todos os recursos. E compativel com
os sistemas Windows, Linux, macOS, iOS e Android, oferecendo uma experiéncia completa e
semelhante aos principais simuladores comerciais. Desta forma, o usuario pode ter acesso a um
poderoso simulador de processos na palma da mao usando um sistema mobile, por exemplo. O
simulador possui as principais ferramentas: Recursos CAPE-OPEN, modelos termodinamicos,
modelagem e simulacao dinamicas, operacoes unitarias em estados estacionario e transiente,
utilitario de otimizacao multivariada e analise de sensibilidade e muito mais. Um exemplo de
como é o ambiente do DWSIM é apresentado na Fig. 7.

e OpenFOAM (Open source Field Operation And Manipulation): E um programa desenvolvido
em linguagem C++4 no final da década de 1980 no Imperial College London para resolucao de
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Figura 7: Interface grdfica do DWSIM (Extraido do DWSIM Simulador).

problemas da mecanica do continuo, incluindo Dinamica dos Fluidos Computacional (CFD).
O cédigo é langado com o status livre e fonte aberta sob a GNU General Public License. E
gerenciado, mantido e distribuido pela The OpenFOAM Foundation com o auxilio de voluntarios.
Neste programa, os usuarios podem criar objetos personalizados, tais como condi¢oes de contorno
ou modelos de turbuléncia, que irao funcionar com solvers existentes sem a necessidade de
modificar ou compilar novamente o cédigo fonte existente. O OpenFOAM faz isto através da
combinagao de construtores virtuais com o uso de classes de base simplificadas como interfaces.
Como resultado, isto confere ao OpenFOAM boas qualidades de extensibilidade. Um exemplo

de como é o ambiente grifico do OpenFOAM ¢ apresentado na Fig. 8.

Como pode ser observado, existem véarias possibilidades que contemplam diferentes aplicabilidades.
Neste cendrio, para escolher o melhor software, alguns pontos devem ser avaliados, dentre os quais
pode-se citar: i) qual o objetivo da simulagao? (estado estaciondrio ou dindmico; multi-dimensional);
i1) qual o nivel de detalhamento nos resultados é exigido?; iii) em que plataforma serd executado o
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Figura 8: Interface grdfica do OpenFOAM (Extraido do OpenFOAM Simulador).

c6digo?; iv) processamento paralelo ou nao?; e v) o cédigo é de facil manuseio? (tem farta docu-
mentacao disponivel para auxiliar o usuério?).

2.5.2 Outros Programas de Interesse na Engenharia Quimica

e OpenOffice (e sua versao mais recente o LibreOffice): Pacotes de software de ediges de textos,
planilhas, equacdes, graficos, sendo util para a preparagao de apresentacoes. Ambas as versoes
estao disponiveis para Windows, Mac e Linux.

e Gnumeric: Planilha para a realizacao de célculo (ao invés de um pacote office completo), sendo
considerado melhor dispositivo livre para essa finalidade, ultrapassando até mesmo o Excel.

e Uconeer: Aplicativo empregado para a conversao de unidades.

e DIA: Dispositivo super interessante para desenhar diagramas, com uma biblioteca especifica de
equipamentos de processos quimicos (e em outras dreas).

e Octave, Freemat e Scilab: Configuram-se como alternativas livres as tradicionais linguagem de
programacao que exigem a aquisicao de licencas. Estes contam com uma grande gama de fungoes
que vao deste operagoes vetoriais e matriciais até a resoluges de problemas complexos em en-
genharia e dreas afins. Neste caso, estes podem ser usados para simular processos de interesse.
Todavia, para fazer uso destas linguagens de programagao, o usudrio deve implementar o mo-
delo, as condigoes inicial e de contorno e fornecer os parametros, diferentemente dos ambientes
apresentados anteriormente, onde os modelos basicos em engenharia ja encontram-se disponiveis.
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3 Tratamento de Modelos Matematicos para Fins de Simulacao e
Analise

3.1 Analise do Numero de Graus de Liberdade

Conforme apresentado no capitulo anterior, o Nimero de Graus de Liberdade (F) consiste no balango
de informagoes do processo, isto é; a definicao das informacgoes que devem ser especificadas para que o
processo em questao possa ser simulado. Como exemplo, considere a equacgao de Clapeyron, também
conhecida como equacgao de estado dos gases ideais (ou perfeitos) proposta pelo cientista parisiense
Benoit Paul Emile Clapeyron (1799-1864):

PV =nRT (9)

em que P, V e T representam a pressao, o volume e a temperatura do gas, respectivamente; n é a
quantidade de matéria do gas (em mols) e R é a constante universal dos gases perfeitos.

Para este exemplo, tem-se uma equacao (Eq. (9)) e cinco grandezas (P, V, n, R e T). Neste caso,
o F para este estudo deve ser igual a quatro, isto é; nimero total de grandezas (5) menos o nimero
total de equagdes (1). Assim, pode-se arbitrar quatro destas grandezas (exceto a constante R por ser
um valor conhecido - esta precisa apenas ser informada pelo usudrio) para calcular, usando a Eq. (9),
a outra grandeza. Para essa finalidade, sabendo que V', n, R e T sao conhecidos, o valor de P pode
ser facilmente avaliado considerando a referida equagao.

E importante ressaltar que, do ponto de vista da stmulacao, apesar da constante R ser universal-
mente conhecida, isso nao implica que o seu valor ndo tenha que ser informado em uma dada rotina
computacional utilizada para a simulacao do processo. Na prdtica, apesar de conhecer o valor de R, o
mesmo deve ser informado para o valor de P possa ser avaliado no exemplo acima. Neste conterto,
serd padronizado meste curso que para a andlise do numero de graus de liberdade, toda e qualquer
constante, mesmo que seja conhecida, deverd ser considerada na andlise deste parametro. Um outro
exemplo que ilustra essa padronizacdo € o uso da constante w, utilizada em vdrios campos da ciéncia
e engenharia. FEste parametro, apesar de ter o seu valor amplamente conhecido, nao € reconhecido
automaticamente em todas as linguagens de programacdo existentes, isto €; tem algumas onde o seu
valor ja é automaticamente conhecido (neste caso nao € necessdario defini-lo), mas em outras isso ndao
acontece (o seu valor deve ser especificado pelo usudrio). De forma a padronizar a andlise de F,
sempre serd considerado todo e qualquer parametro no seu cdlculo.

Em se tratando de um modelo diferencial (ordinario ou parcial), o valor de F deve ser avaliado
antes da simulagao. Para exemplificar este conceito no contexto diferencial, a seguir sao apresentados
dois estudos de caso.

3.1.1 Reator CSTR

Considere uma reacao de primeira ordem A — B que ocorre em um reator de mistura perfeita
isotérmico. Sabendo que as vazdes (F') de entrada e saida e o volume (V') sao admitidos constantes,
o balango de massa para o componente A é dado por (Bequette, 1998):

F
dCa _ —(Cae— Ca) —kCa, 0<t<ty (10)

dt VvV
Ca(0) = Cao (11)
onde Cy4 ¢ a concentragao para o componente A, t é o tempo (¢ é o tempo de operacao do processo),

C4e é a concentragao de A na corrente de alimentagdo, C'4, é a concentracao inicial de A dentro do
reator e k é a constante de reagao, assumida constante.

Para esta aplicacao, as seguintes varidveis podem ser identificadas: Ca, t, ty, F', V, Cae, k € Cao.
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A priori, o valor de F seria 7 (8 grandezas - 1 equagao). Todavia, é importante enfatizar que, para
um modelo diferencial, a varidvel dependente, que neste caso é Cjy, é funcao da variavel independente
t. Isto implica que a concentragao da espécie A é fungao do tempo, isto é; ao se integrar este modelo
conhecendo-se todos os seus parametro e a sua condicao inicial, serd obtida uma relagao com o formato:

Ca = f(t) (12)

Na pratica isto significa que a variacao da varidvel dependente se dara em funcao do valor atribuido
para a variavel independente. Assim, como ¢ faz parte da solucdo, o seu valor nao pode ser calculado
usando o modelo acima (Eq. (10)), isto é; a variavel independente (t) nao faz parte da andlise de F.
Assim conclui-se que o valor de F deve ser igual a 6 (7 grandezas (Ca, ty, F, V, Cac, k e Cyao) - 1
equagao). Além disso, também é importante destacar que em um modelo diferencial, obrigatoria-
mente, a varidvel dependente devera ser calculada, isto é; ela nunca podera ser definida como entrada
do sistema (até mesmo porque se isso acontecesse nao precisaria ter uma equagao para calcular o seu
valor). Em se tratando do modelo descrito pela Eq. (10), obrigatoriamente, os parametros t¢, F, V,
Clae, k e Cyo deverao ser definidos para que Cy4 possa ser calculada usando a referida equacao de
balanco de massa.

Ressalta-se que o parametro ty tem de ser definido para que o processo possa ser simulado. Isto é
diferente de definir o valor de t em qualquer instante de tempo, visto que ty € uma condi¢do particular
no processo no que tange a varidvel independente. Além disso, a condicdo inicial definida para a
concentragao (Eq. (11)) representa o valor da varidvel dependente no inicio do processo. Isto significa
que esta relagdo nao deve ser contabilizada como uma nova equacdo, visto que a mesma faz parte do
modelo diferencial.

3.1.2 Aquecimento de um Liquido em uma Tubulagao

Como segunda aplicagdo considere um sistema proposto para o aquecimento de um liquido em uma
tubulacao através de uma resisténcia elétrica. Para fins de modelagem deste sistema sao consideradas
as seguintes hipdteses (Souza-Santos, 2008): ) regime plug-flow (fluxo pistonado); i) o equipamento
empregado para o aquecimento nao interfere no perfil de velocidade (plana para o fluxo); #ii) o tubo é
muito longo e todos os possiveis efeitos de borda (entrada ou saida) sao insignificantes, pelo menos na
regiao de interesse; iv) o tubo é perfeitamente isolado; v) o liquido é newtoniano e suas propriedades
sao, aproximadamente, constantes; vi) nao existem perdas de energia devido ao atrito do fluido com as
paredes do tubo; vi7) inicialmente, o fluido estd em temperatura uniforme Tj; viii) instantaneamente,
a resisténcia elétrica fornece um fluxo constante (g.0) em z igual a 0; iz) a taxa de transferéncia de
calor por conveccao é muito maior do que a taxa por conducgao. Isso é razoavel para casos em que a
velocidade do fluido é relativamente alta.

Matematicamente, o modelo que descreve este sistema é dado pela seguinte equacao:

oT oT

— — =0, 0<t<tf, 0<2<L 13

8t+vzaz AR (13)
em que t é a coordenada temporal, z é a coordenada espacial, T' é a temperatura, v, é a velocidade do
fluido na diregao do escoamento (z), L é o comprimento da tubulacao e t¢ é o tempo final de simulacao

(tempo de operagao do processo). Para este sistema é natural assumir que:

T0,2) =Tp, t=0,0<2<L (14)
aT(t,O) q-0
—_— = =0,0<t<t 15

em que A é a condutividade térmica.

Conforme descrito na primeira aplicacdo pode-se listar as seguintes grandezas: t, z, T, v,, L, Ty,
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q-0, A e ty. Como a temperatura 7' é funcao de t e z, isto implica que a solucao ¢ dependente destas
variaveis (¢ e z). Assim, na contagem do F, t e z nado devem ser contabilizados. Neste caso, o F
é igual a 6 (7 grandezas (T, v;, L, Ty, q.0, A e ty) - 1 equacdo). E importante ressaltar que, em
um modelo diferencial, obrigatoriamente, a variavel dependente devera ser calculada pelo modelo
proposto (Eq. (13)), isto é; ela nunca poderd ser definida como entrada do sistema (visto que ela é
computada pela expressao matematica que define do modelo de interesse). Como aplicacdo pratica,
no modelo de interesse os parametros v., L, T}, q.0, A e t; deverao ser definidos para que 1" possa ser
determinado na equagao de balanco de energia. Cabe destacar que as condigoes inicial (Eq. (14)) e de
contorno (Eq. (15)) fazem parte do modelo (Eq. (13)). Por este motivo estas duas condigbes nao sao
computadas como novas equacoes na andlise de F.

Enfatiza-se que se um modelo for constituido por mais que uma equacdo (seja algébrica, diferencial
ou outra), a andlise do nimero de graus de liberdade deve ser realizada considerando SEMPRE o mo-
delo completo, isto é; TODAS as grandezas envolvidas, bem como TODAS as equagoes que constituem
0 mesmo.

3.2 Adimensionalizagcao de Modelos Matematicos

Define-se Anélise Dimensional como um conjunto de ferramentas para o estudo e andlise de proble-
mas fisicos, para o planejamento de experimentos e para a apresentacao de resultados experimentais
(Hansen, 1964). A adimensionalizagdo de equagbes é realizada a partir da Lei da Homogeneidade
Dimensional (Hansen, 1964): Toda equacgdo que descreve um fendmeno fisico deve ser dimensional-
mente homogénea, isto €; todos os termos da equacdo possui a mesma dimensdo. A aplicacao préatica
deste principio garante que se dividirmos cada termo da equacao analisada por uma que tem a mesma
dimensao do termo, esta transforma-se em uma equacao adimensional.

A adimensionaliza¢ao de modelos apresenta as seguintes vantagens (Bequette, 1998):

e Reducao do ntimero de parametros do modelo: com a aplicagao de grupos adimensionais, pode-se
agrupar os parametros de forma que se reduza esse nimero. Do ponto de vista pratico, com essa
reducao a andlise dos problemas é facilitada, de modo a melhorar a compreensao dos fené6menos
presentes. Além disso, hd que se destacar que em processos reais, se existe um numero reduzido
de combinacoes entre os parametros do modelo, isto implica na prética, na economia do tempo
necessaria para a andlise e de recursos financeiros.

e Resolucao numérica de equagoes diferenciais: algumas técnicas numéricas requerem, por exem-
plo, que a varidvel de independente esteja contida no intervalo [0 1]. Neste contexto, pode-se,
a partir da aplicacao da adimensionalizacao associada com a normalizacdo ou simplesmente da
normalizacao, atender esse pré-requisito. Como exemplo de técnica numérica, tém-se o Método
da Colocacao Ortogonal, empregado para a resolucao de equagoes diferenciais.

3.2.1 Reator CSTR

Para fins de aplicacao, vamos revisitar o modelo diferencial apresentado na secao anterior. Este
considera a reacao de primeira ordem A — B que ocorre em um reator de mistura perfeita isotérmico.
Sabendo que as vazoes (F) de entrada e saida e o volume (V') sdo admitidos constantes, o balanco de
massa para o componente A é dado por Bequette (1998):

F
O _F o~ —kCa, 0<t<t, (16)

dt v
CA(0) = Cao (17)

onde Cy4 ¢ a concentracao para o componente A, t é o tempo (¢ é o tempo total de operacao), Ca. é
a concentragdo de A na corrente de alimentagao, Cs, € a concentragao inicial de A dentro do reator
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e k é a constante de reagao, assumida constante.

Observando essa equagao diferencial, percebe-se que esta terd como saida a concentracao do com-
ponente A em fungao do tempo, isto é; Cy = f(t). Isto significa que deve ser definido nimeros
adimensionais para C4 e para t, respectivamente. Neste contexto, considere que os adimensionais
para a concentracao e o tempo sdo x e T, respectivamente. Assim, serd definida as seguintes relagoes
adimensionais:

Ca
— 18
= (18)
T =kt (19)

E importante ressaltar que se a reagao é de primeira ordem e se o processo opera isotermica-
mente, o parametro k é constante e tem como unidade s~!, j4 que a taxa de reacio tem unidade de
mol/(volumextempo). Somente por esse motivo, o parametro k poderd ser utilizado para adimensio-
nalizar o tempo.

Para obter a equagao adimensionalizada, as informacoes contidas na Eq. (18) devem ser inseridas
na Eq. (16). Neste caso, deve-se explicitar C, como uma funcao de x e t com como uma fungao de 7
de modo que a Eq. (16) torna-se:
d(Cpex) F

W =V (Che — Cpex) — kCpex (20)

Como (4. e k sao constantes, estas podem sair do operador diferencial:

dzx

eki
Ca dr

= CAeg(l —x) — Cyckx (21)

Dividindo a Eq. (22) por Ca.k, avaliando-se a condigao inicial definida na Eq. (16) e fazendo «
como sendo F'/(VEk), obtém-se a seguinte equagao:

dx

TS AT < 22
o a(l—z)—z, 0<7<kty (22)
Cyo
= 2
o0) = 2 2

que esta na forma adimensional, ji que tanto x, 7, F'//(Vk) e a ndo possuem dimensao.

Conforme apresentado anteriormente, uma das principais vantagens da adimensionalizacao é a
reducao do numero de parametros através da definicdo de um grupo adimensional. No presente
exemplo, o modelo original apresenta como parametros t¢, F', V, Cye, k ¢ Cyo. J4 0 modelo adi-
mensionalizado apresenta como parametros ty, Cxo, Cae, k € «, isto é; a reducao de seis para cinco
parametros a serem analisados. Cabe destacar que se kt; e Cao/Cyc forem redefinidos como sendo
iguais a 1 e P2, o modelo adimensionalizado terd 3 parametros, a saber, 81, 82 e «, que é menor do
que os seis do modelo original. Neste caso fica evidente a vantagem da adimensionalizacao no que
tange a reducao da quantidade de parametros em um modelo.

A Figura 9 apresenta o perfil de concentragao adimensional para diferentes valores do parametro
a. De maneira geral, observa-se que o aumento de « implica na alteracao da concentracao de estado
estaciondario, bem como no tempo necessario para a sua obtencao. Neste caso, a andlise do problema
como um todo tornou-se mais facil, jA que esta pode ser facilmente avaliada na Fig. 9.

A Equagao (22) foi obtida com a definicdo de um nimero adimensional para a concentragao do
componente A. Para avaliar o efeito da escolha do adimensional na forma final do modelo considere
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x(0)-

Figura 9: Influéncia do valor do parametro o no perfil de concentracao adimensional.

0s novos adimensionais:
Ca
CAe
T=kt (25)

r=1

(24)

Analogamente ao desenvolvimento apresentado, pode-se mostrar que o modelo adimensionalizado
para os numeros adimensionais definidos pela Eq. (24) é dado por:

—Zx =—ar+(1—x), 0<7<kty (26)
T
C'Ao
=1 2

onde o é F/(Vk).

Com o resultado apresentado verifica-se que a escolha do ntimero adimensional influéncia a forma
final do equacionamento bem como da condicao inicial. A anélise referente a influéncia do parametro
a no perfil da varidvel dependente também pode ser realizada para a Eq. (26).

Finalmente, destaca-se que a varidvel independente ¢ poderia ter sido adimensionalizada conside-
rando o tempo final de operacao do processo (tf), desde de que o mesmo seja conhecido. Neste caso T
poderia ter sido definido como sendo 7 = t/t; (ty # 0). Esta nova defini¢do do adimensional 7 resulta
em uma nova equacao adimensional para a concentracao. Cabe enfatizar que o valor de ¢y nao é, a
priori, o valor de ¢ no estado estaciondrio (este valor nao é conhecido no processo).

E importante ressaltar que a definicdo do nimero adimensional deve envolver sempre a relacao
entre duas varidveis, a normal (com dimensao) e a adimensionalizada. Isto implica que todos os outros
termos que por ventura aparecam na definicao do adimensional devem ser constantes. Isto é facil de
ser compreendido, ja que busca-se com o adimensional facilitar a andlise do problema fisico. Se mais
de dois termos nao forem constantes, implica que durante a substituicdo do adimensional no modelo,
que o0 mesmo se tornaria mais complexo.
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3.2.2 Tanque Aquecido

Considere um fluido escoando em um cilindro isolado (na dire¢ao do eixo z), para o qual em z=0 tem-
se uma resisténcia elétrica, empregada para manter a temperatura constante (7). Para a modelagem
do sistema em andlise sdo consideradas as seguintes hipéteses (Souza-Santos, 2008): i) o perfil de
velocidade é aproximadamente constante e plano; i7) o tubo é muito longo (todos os possiveis efeitos
de borda - entrada ou saida - sdo insignificantes); iii) o tubo é perfeitamente isolado; iv) propriedades
fisicas constantes; v) nao existe nenhuma dissipagao de energia devido ao atrito; vi) no instante inicial,
o fluido estd a temperatura uniforme e igual a Tj,.

Baseando-se nestas hipdteses, o balanco de energia que representa a variacao de temperatura ao
longo do cilindro é dado pela seguinte equacao:

oTr oTr 0*T
T0,2) =Ty, 0<z<L (28D)
T(t,0)=T,, t>0 (28¢c)
T(t,00) =Ty, t>0 (28d)

em que t é a coordenada temporal (ty é o tempo total de simulacdo), z é a coordenada espacial (L
é o comprimento do cilindro), T é a temperatura, p é a densidade, C), é a capacidade calorifica, A é
a condutividade térmica, v, é a componente da velocidade na direg¢ao de z, T é temperatura inicial
do cilindro e Ty é temperatura do cilindro na extremidade z=0. Pelo fato do cilindro ser longo, em
z = o a temperatura do fluido tende a se igualar a temperatura T5.

Adimensionalize o modelo acima considerando os seguintes grupos:

T -1
W:%fﬁ (29a)
. %t (29b)
£= %z (29¢)
A partir dos adimensionais apresentados podemos escrever:
T=Ty,+ (To —Tp)¥ (30a)
- UEPACPT (30D)
A
z= vzpCpf (30c)
Substituindo estas relagoes em cada termos diferencial do modelo original:
e Derivada primeira no tempo:
o0, T 1200,) 2% (2% (1~ 1) 22 (31)
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e Derivada primeira no espago:

(To — Tp) ov 5 V2 ov
(v, — Z(Ty — Tp) = 2
pCP/U )\ (U pcp) 86 — (pop) )\ ( 0 b) ag (3 )
e Derivada segunda no espaco:
v? 0%
C V22 (Th — T —— 33
(O 5 (T = Th) 5 (3)
Substituindo estas relacées no modelo original e simplificando os termos iguais obtemos:
ov oV 9%V v, pC. v2pC
e il <E< ZPL 0<7T< 2B 4
or Tog o VSEs T L O0sTs TR (34)
Fazendo o mesmo para as condigoes inicial e de contorno obtemos:
T0,z) =T, — ¥(0,£) =0 (35a)
T(t,0) =Ty — ¥(r,0) =1 (35b)
T(0,00) =Tp = ¥(0,00) =0 (35¢)

E importante destacar, conforme o exemplo anterior, que outros grupos adimensionais poderiam
ser definidos. Por exemplo:

v = ;; (36a)
;= ttf (36b)
§=< (36¢)

Neste caso, o modelo adimensionalizado teria uma forma diferente da descrita pelas Eqgs. (34)-(35¢).
Do ponto de vista matematico, independentemente da forma como sao definidos os grupos adimensi-
onais, o modelo final serd adimensional. Todavia, a depender da escolhas dos grupos adimensionais,
a forma final do modelo é diferente.

Cabe enfatizar que, na adimensionalizacao, o modelo final nao deve apresentar ambas as varidveis
(nos formatos dimensional e adimensional) simultaneamente, haja visto que o objetivo da aplica¢do
desta técnica € eliminar a dependéncia das varidveis com relacdo as unidades. Neste caso, se o
modelo final apresentar ambas as varidveis o objetivo da técnica ndo foi alcancado e o modelo nao
estard adimensionalizado.

3.3 Linearizacao de Modelos Matematicos

A linearizagao como ferramenta de andlise de processos conta com intimeras aplicagoes, dentre as quais
pode-se citar a resolucao de problemas de otimizacao e de controle de processos. Conceitualmente
define-se linearizacdo como sendo o processo de aproximacao do comportamento de um modelo nao
linear (NL) nas vizinhangas de um ponto de interesse (zg), conforme ilustrado na Fig. 10 (Bequette,

1998).

A partir da andlise desta figura é possivel concluir que: i) a comparagao, em termos de qualidade de
solucao do sistema linear resultante do processo de linearizacao, sé pode ser realizada nas vizinhancas
do ponto de referéncia xg, isto é; as solucbes sdo coincidentes apenas neste ponto. Nas vizinhangas
desse ponto tem-se uma aproximacao satisfatoria, sendo que a qualidade decai na medida em que
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1 Modelo
Modelo Nio
Linear (NL)
: -
T 7

Figura 10: Linearizacdao em torno do ponto de interesse xg.

sao avaliadas as solugbes distantes de xq; 7i) a priori, o ponto de referéncia pode ser qualquer valor.
Todavia, em termos praticos, esse ponto em engenharia é escolhido como sendo a condigao de estado
estacionario do sistema, isto é; a condicao em que o vetor de varidveis dependentes nao mais é funcao
do tempo.

A fundamentagao tedrica para o processo de linearizagao é baseada na expansao de fungoes em
Série de Taylor. Da matemadtica sabe-se que se uma f(z) é continua e diferencidvel, a mesma pode ser
expressa em termos da Série de Taylor. Para essa finalidade, definindo-se o referencial (xg), tem-se a
série:

~ df | (z—wx0) | &*f| (x—m0)?  d&f| (2x—wz0)
)=o)+ 3 R TR 2 dad TR (37)
NL L o y 70 o
L NL NL

Assim, como deseja-se obter uma aproximagao linear (L) para a func¢do nao linear (NL) f(z),
deve-se truncar a Eq. (37) de modo que somente os termos lineares sejam considerados, isto é:

£@) 2 fa)+ T (o) (39)
S~~~ N—— i o
NL L 0

L

Dessa forma, a Eq. (38) representa a aproximagao linear da funcdo f(x) em relacdo ao ponto
de referéncia zy. Definida a aproximagao para uma fungao algébrica, o proximo passo é obter uma
aproximacgao para uma equacao diferencial nao linear. Para essa finalidade, considere o modelo NL a
seguir:

dx
- (z), =(to) = xo (39)
F %

Neste caso, seja a aproximagao da funcao f(x) em torno do ponto de referéncia x:

v _ qar _ -
& -top ] b o “

L

Na Equagao (40) observa-se a presenga do termo x — x,, oriundo da aplicagao da aproximacao por
Série de Taylor. E usual representé-lo como desvio, escrevendo-o na forma de um variavel desvio, isto
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é; T = x — xy. Para essa representacao, seja:

“ e+ % (2-21) (Modelo Linearizado) (41)
dt dx T=x],

dx U

Fr f(xz) (Modelo Nao Linear) (42)

Se z1, é a condicao de estado estacionario, o mesmo satisfaz a equagao diferencial original, isto é:

dzy,

at f(zr) =0 (43)

Neste caso, subtraindo-se a Eq. (43) da Eq. (41) obtém-se:

dr dzp df
it T — 44
@~ ar T |, (@=ar) (44)

dlx —zr) df
= L — 45
7= e (45)

dr df -
“r_ 9 to) = o — 46
dt dx x:gjo, Blto) =m0 — =1 (46)
tant

A Equagao (44) representa o modelo linearizado em termos da varidvel desvio (z = ¢ — z1). E
importante ressaltar que a condi¢ao necessaria para a integracao desta equacao é funcao do ponto de
referéncia e da condicao inicial referente a equacao nao linear original.

Apresentado a idéia bésica para a linearizacao de uma equacao diferencial, esse o conceito pode
ser estendido para o sistema de equacoes diferenciais descrito a seguir:

dx
dil = fi(z1,22), x1(to) = z10
t
(47)
dxg
- = fa(z1,22), w2(to) = 20

Aplicando a Série de Taylor para duas variaveis e negligenciando os termos nao lineares tem-se:

dxl 6f1 6f1
— = —— - — — 48
il filp, + w1 |p, (x1 — 1) + 92 |, (z2 — @21) (48)
Sabendo que:
dl‘l
- 49
i, = filn (19)
e subtraindo-se a Eq. (48) da Eq. (49), obtém-se:
d(xz1 — x11) df1 df
~ _ —= — 50
dt + Oz |p, (@1 = 212) + Oxa|p, (z2 = 221) (50)
Definindo a variavel desvio 21 = 1 — z11:
di’l afl ~ afl ~
— = —— 51
dt al’l Pr. 1 83:2 P 2 ( )
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Analogamente para a fungao fs:

dis o, 0

_ o 0f
Gt 0zl T B,

T 52

P,

onde To9 = x9 — w91, € a varidvel desvio relacionada a variavel zs.

Assim, como este sistema € linear, o mesmo pode ser representado na forma matricial:

ofi 0fi
d | &1 O0xr1 Oxo Z1 ~ 10 — T1L
- ~ = ~ y w(to) = (53)
dt | 22 0fs  0f2 ) Ty — T2L,
Bxl 63:2 P
cons‘trante
ou de forma genérica para m equagoes diferenciais:
[ 0h 9K Oh ]
B al’l 8562 axm N
% of, op O o Tl — 1L
d | %2 o ) . T20 — T2L
el ) — 85131 8552 8:rm ) , IB(tU) — ) (54)
dt
Tm . ’ ‘ ’ Tm ITm0 — TmL
fm  Ofm —  Ofm
| Ox1 Oxo Orm |lp,
constante
onde x;y (i=1, ..., m) é o vetor de condigbes iniciais para o sistema nao linear original. Do ponto de
vista pratico, obter o sistema linearizado é determinar a matriz Jacobiana, isto é; matriz de derivadas
primeiras de f; (i=1, ..., m) com relagdo a varidvel x; (i=1, ..., m) e avalid-la para a condigao
estaciondria z;1, (=1, ..., m).

3.3.1 Reator CSTR

Para fins de aplicag@o, considere as reagoes A — B — C' e 2A — D que ocorrem em um reator
de mistura perfeita (Continuous Stirred Tank Reactor), onde kap, kpc e kap sdo as constantes de
reacao referentes a reacao de A para B, de B para C e A para D, respectivamente. Sabendo que A
puro é alimentado a uma vazao constante (F) e que o volume é considerado constante (V), o modelo
matematico que descreve o a concentragao (C') das espécies A e B em fungao do tempo ¢ no reator é
dado por Bequette (1998):

dCA F 2

o | { £1(Ca, Cp) } | 7 (©ar = Ca) = kapCa = kapCi [0A<0>=5] (55)
dCs | — Ca,Cg) | — F * | Cp(0)=0

5 JaCa.Co) ~57CB + kapCa — kpcCp P

onde Cyy ¢ a concentracao de alimentacao da espécie A.

Sabendo que kap é igual a 5/6 min~!, kpc é igual a 5/3 min~!, kap é igual a 1/6 1/(mol min)
e que Cay € igual a 10 mol/l, objetiva-se determinar a o(s) estado(s) estacionario(s) (Cace € CBee)
referente & F'/V igual a 4/7 min~! e obter o modelo linearizado em relacdo a condicdo estaciondria
calculada.

A condigao referente ao estado estaciondrio é definida quanto o tempo tende ao infinito. Matema-
ticamente, isto implica que as variaveis dependentes C'4 e C'p nao mais sao funcoes do tempo, isto é;
sao constantes. Assim, fazendo as derivadas de C'4 e de Cp com relacao ao tempo nulas, obtém-se o
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seguinte sistema de equagoes nao lineares:

E(Cup—Ca) —kapCa —kapC?% =0
{V( af —Ca) —kapCa — kapCy (56)

—Cp + kapCa — kpcCp = 0

Observa-se na Eq. (56) que primeira equagao é fungao apenas da varidvel Cy, podendo desta forma
ser facilmente resolvida por se tratar de uma equacao do segundo grau que possui solucao analitica
conhecida, isto é:

F/Vkap £ VEIVE +2(F/V) kap + R + 4kap (F/V) Cay

57
T (57)
e por consequéncia, a segunda relagao da Eq. (56) é explicitada para a varidvel Cp:
kapCa
Cg= — 2272 58
BT F/V +kpo) (58)

Substituindo os valores das constantes obtém-se duas solugoes (C4=3 mol/l; Cp=105/94 mol/l) e
(C4=-80/7 mol/l; Cp=-200/47 mol/1), sendo que esta tltima é invidvel por nao ter significado fisico.
Assim, a condicao de estado estaciondrio para o problema proposto é C 4., igual a 3 mol/l e Cpg,, igual
a 105/94 mol/l.

Obter o sistema linearizado é determinar a matriz Jacobiana, isto é; matriz de derivadas primeiras
de f1 e fo com relacdo a C'4 e Cp e avalid-la na condicdo estaciondria calculada. Desta forma, o
sistema linearizado para o problema proposto é:

d [ Ca| _ [ =F/V—kag—2kapCa 0
dt | Cg | kap —F/V —kpc

L [ g;f ] . Clo) = { 1025/94 } (59)

constante

onde C; (i = A, B) representa a varidvel desvio para o componente i.

A Figura 11 apresenta os perfis das fungdes nao linear (f1,;) e linear (f1;) para a varidvel Cy, isto

[©N

—— Nao Linear

-154 Linear

-204

-254 . T T - T T T T 1
0 2 4 6 8 10
C, (mol/l)

Figura 11: Comparacgdo entre as fungdes lineares e ndo lineares para o problema do reator de mistura perfeita.
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F
finl = v (Caf — Ca) — kapCa — kapC3
fuu=(=F/)V —kap —2kapCace)(Ca — Cace)

(60)
(61)

Nesta figura percebe-se que a aproximacao linear coincide com a nao linear apenas na condigao de
referéncia, no caso C4.. igual a 3. Nas vizinhancas obtém-se uma boa aproximacao e nos extremos
percebe-se, como esperado, que os desvios referentes a aproximacao da fungéo sdo mais significativos.

Ja nas Figuras 12 e 13 s@o apresentados os perfis de concentracdo para as variaveis C; (i = A, B)

e para as variaveis desvio C; (i = A, B).

5_
S 4-
©
g
o 37
s
Qe
S
‘52— C
54 A
=) - -
81_ A T Aee
0- T T T T T T T T T 1
0 4 5 6 7 8 9 10
¢ (min)

Figura 12: Perfis de concentracao para as varidveis Cy e Cy.
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Figura 13: Perfis de concentrag¢do para as varidveis Cp e Cp.

Neste caso percebe-se que a diferenca entre os perfis é justamente o valor do incremento (estado
estacionério) referente a definicdo da varidavel desvio. Assim, resolvido o problema em termos da

varidvel desvio, este pode ser facilmente convertido em termos da variavel original.
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3.3.2 Reator Biolégico

Considere um reator biolégico descrito pelos seguintes balangos de massa (Bequette, 1998):

dz1
dt
= (sy —wa)D — 2 (63)

— (u— D) (62)
dxo
dt

em que x] e xo representam as concentragoes de biomassa e de substrato, respectivamente, p é a
taxa especifica de crescimento, D ¢ a taxa de dilui¢ao, sy é a concentracao de substrato na corrente
de alimentac@o e Y é o rendimento do processo. Determine a(s) condi¢ao(6es) estaciondria(s) e o(s)
modelo(s) linearizado(s) para cada um dos seguintes casos:

e Caso A: p é dado pela seguinte equagao:

HmazT2
= — 4
Sl e, (64)

em que fmaz € km sd0 parametros do modelo. Para a realizagao dos cdlculos considere: fiyq,:=0,53;
kn=0,12; Y=0,4; D=0,3 e sy=4.

: . . ;- . . , del d.’EQ
Primeiramente, deve-se obter o estado estaciondrio para este sistema, isto é; fazer g e g
iguais a zero. Neste caso obtém-se:

0= (u— D)y (65)
x
0= (sf—x2)D — Ko (66)

Y

Ao analisar a Eq. (65) observa-se que para esta relagao seja igual a zero deve-se ter u — D igual
a zero ou x; igual a zero. Da primeira parcela tem-se:

HmazT?2
D=0 Mz _p 67
p T—— (67)
0 que implica em:
kD
Ty = ——— 68
2 Hmaz — D ( )

Substituindo esse valor de x9 na outra equacao (Eq. (66)), essa fica em fungdo apenas da
variavel 1. Assim, considerando os parametros apresentados, o primeiro par solucao é o ponto
P=[1,5373 0,1565]. J4 para a segunda parcela sabe-se que x; é 0. Assim, substituindo esse
valor na Eq. (66) obtém-se como solugao o ponto P»=[0 4]. Assim, este problema apresenta dois
estados estacionarios, a saber, os pontos P; e Ps.

Para linearizar o modelo deve-se avaliar a matriz Jacobiana (J) no ponto de referéncia (estado
estaciondrio), bem como as condigoes iniciais do modelo escrito em termos da variavel desvio.
Para o modelo acima, a matriz J é dada por:

Hmaz T2 D < Hmaz Mmaz T2 )
mmar ve _ 5 | 1
km + z2 km + Z2 (km + .Z‘g)
J= (69)
_ Hmaz T2 o Mmaz T1 Hmaz T2 T1
(km +22) Y (b +22) Y (kyp + 22)°Y

Teoricamente, qualquer um dos pontos encontrados é viavel fisicamente, o que significa que
qualquer um destes pode ser usado para fins da linearizagdo. Matematicamente, qualquer um
dos pontos (mesmo que este nao seja viavel fisicamente) poderia ser usado para linearizar um
modelo. Na pratica, sempre optamos por usar um ponto fisicamente vidvel.
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Considerando os parametros do modelo e avaliando os pontos P; e P, encontramos as seguintes
matrizes:

0 1,2787
J(Pr) = (70)
—0,7501 —3,4968
e
(P) 0,2145 0 (1)
= 1
Y7 —1,2864 0,3
E que correspondem aos seguintes sistemas linearizados:
— Para o ponto P;=[1,5373 0,1565]:
at | _ 0 1,2787 [ 7 ] [ #1(0) } _ [xl(()) —1,5373 ] (72)
dzz —0,7501 —3,4968 | [ ¥2 |7 | ¥2(0) z2(0) — 0, 1565
dt
— Para o ponto P,=[0 4]:
a | _ [ 02145 0 [531 } [51(0) } _ {xl((]) —0} (73)
dig ~1,2864 —0,3 | | T2 |7 | 22(0) z2(0) — 4
dt

em que z1(0) e z2(0) correspondem as condigoes iniciais associadas as varidveis x; e g,
respectivamente.

e Caso B: u é dado pela seguinte equagao:

_ Hmax T2
ko + o + k123

Iz (74)

em que fmaz, km € k1 sao parametros do modelo. Para a realizacdo dos célculos considere:
Hmaz=0,53; kp,=0,12; Y=0,4; sy=4; D=0,3 e k1=0,4545.

Analogamente ao que foi apresentado para o primeiro estudo de caso, deve-se encontrar o estado
estaciondrio para este modelo, todavia, usando uma nova expressao para pu (Eq. (74)). Todavia,
apesar de ser uma outra equagao para j, o procedimento para obter o(s) estado(s) estaciondrio(s)
é o mesmo. Assim, no estado estaciondrio tem-se:

0= (u—D)m (75)

x
0= (s; —ap)D — 21 (76)
Y
Ao analisar a Eq. (75) observa-se que para esta relagao seja igual a zero deve-se ter u — D igual
a zero ou x1 igual a zero. Da primeira parcela tem-se:

HmazT?2
- D=0— =D 7
: km + @2 + k123 )

0 que implica em:
— k1Dz3 + (ftmae — D)xy — kD =0 (78)

que é uma equacao do segundo grau e que possui solucdo analitica conhecida. Assim, consi-
derando os parametros definidos para este estudo de caso, obtém-se: x9=0,1745 e 19=1,5122.
Cada um destes valores de zo deve ser substituido na Eq. (76) de forma que o correspondente
valor de x; seja encontrado. Neste caso, tem-se dois pontos estaciondrios, a saber, P;=[1,5301
0,1745] e P,=[0,9951 1,5122].
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Agora deve-se avaliar a outra possibilidade, a saber, x1 igual a zero. Neste caso, substituindo
esse valor na Eq. (76) obtém-se zo=4, o que implica no ponto P3=[0 4]. Assim, este modelo
apresenta trés pontos estacionarios, a saber, P;, P> e Ps.

Para fins de linearizagao, o matriz Jacobiana (J) no ponto de referéncia (estado estacionario) é
dada por:

Mmaz T2 _ ( Hmaz B Mmaz T2 (1 +2 k] l‘g)) 1
kp + z2 + k1 222 km + 32 4 k1 222 (K + 20 + kg 392)?
J= (79)
_ Hmaz T2 _D_ Hmaz L1 Hmaz T2 Tt (1 +2k; x?)
(km-i-l’g + ky $22)Y (km-i-wg + ky 11122)Y (km+$2 + k; xQQ)QY

Considerando os parametros do modelo e avaliando os pontos P;, P» e P3 encontramos as se-
guintes matrizes:

0 0,9048
J(Pr) = (80)
—0,7501  —2,5620 |
[ 0 —0,0679
J(P) = (81)
| —0,7501 —0,1301 |
e
s ~0,1139 0 )
V7| —0,4652 0,3
E que correspondem aos seguintes sistemas linearizados:
— Para o ponto P;=[1,5301 0,1745]:
@ | _ 0 0,9048 [ ) ] [ 71(0) } _ [xl(O) —1,5301 ] (83)
dzy —0,7501 —2,5620 | L T2 |7 | #2(0) 22(0) — 0,1745
dt
— Para o ponto P»=[0,9951 1,5122]:
a | 0 —0,0679 [ ) ] [ 71(0) } _ [:cl(O) —0,9951 ] (84)
diy —0,7501 —0,1301 | L ¥2 |7 [ #2(0) 22(0) —1,5122
dt
— Para o ponto P3=[0 4]:
a | _ [ 01139 0 [;zl } {51(0) } _ {xl(o) 0} (85)
diy —0,4652 —0,3 | L @2 ] [ 22(0) 22(0) — 4
dt

em que 71(0) e z2(0) correspondem as condigoes iniciais associadas as varidveis x; e g,
respectivamente.

3.4 Perturbagoes

Perturbar um sistema significa desviar o mesmo, naturalmente ou propositadamente, da condigao
em que o mesmo se encontra. Na pratica, mudancas nas condicoes de alimentacao do processo e
no ambiente estao sempre acontecendo e se nenhuma agao for tomada um condigdo desejada para
o sistema dificilmente serd encontrada. Em geral, as perturbagdes (u) mais comuns observadas na

39



industria sao as do tipo retangular e do tipo pulso. A primeira é uma fungdo que encontra-se em um
valor de referéncia (por exemplo, zero) até que uma mudanga repentina para o valor A (no intervalo
de tempo t; <t < tg) acontece. Apds o tempo to a funcao retorna para o seu valor inicial (neste caso
zero). Ja para a perturbagao do tipo degrau a funcdo, a partir do instante de tempo ¢; sai do valor
de referéncia (neste caso zero) para o valor A, permanecendo neste patamar sempre. Estes dois tipos
de perturbacao sao apresentados na Fig. 14.

u u
A A
0 0+
f 1 h ! A 4 !
(a) Retangular. (b) Degrau.

Figura 14: Tipos de perturbagio ((a) - retangular e (b) degrau,).

Para fins de aplicag@o, considere a reagao de primeira ordem A — B que ocorre em um reator
de mistura perfeita isotérmico. Sabendo que as vazoes (F') de entrada e saida e o volume (V') sao
admitidos constantes, o balan¢o de massa para o componente A é dado por Bequette (1998):

dCy F
—— = 5(Cac = Ca) —kCya, Ca(0) = Cyo (86)
dt |4
onde C'4 é a concentragao para o componente A, t é o tempo, Cy4. é a concentragao de A na corrente de
alimentagao, C 4, € a concentragao inicial de A dentro do reator e k é a constante de reagao, assumida
constante.

Na Figura 15(a) é apresentado o perfil de concentragao da espécie A considerando C4,=2 mol/L,
F=10 L/s, V=15 L, C4.=0,5 mol/L, k=1 s~! e tempo de simulacdo igual a 10 s. Nesta observa-se
que, como esperado, a concentragao do reagente ao longo do tempo diminui até alcancar a condigao de
estado estaciondrio (C'4=0,2 mol/L). J4 na Figura 15(b) sdo apresentados os perfis de concentracao do
reagente considerando duas perturbagoes, a saber, uma positiva e uma negativa. Na primeira, enquanto
o tempo for menor do que 5 s considera-se F' igual a 10 L/s, caso contrério F'=15 L/s (aumento de
50 %). J& para a perturbagao negativa, enquanto o tempo for menor do que 5 s considera-se F' igual
a F=10 L/s, caso contrario F' é igual a 5 L/s (reducao de 50 %). Em ambos os casos os outros
parametros (Cao, V=15 L, C4.=0,5 mol/L e k=1 s~!) sdo os mesmos apresentados para o problema
sem perturbacao. Nesta figura percebe-se claramente o efeito na mudanca do valor de F' em relagao
ao problema base (sem perturbagao), isto é; para o aumento no valor de F', o perfil de concentragao da
espécie A aumenta o seu valor alcancando outra condicao de estado estacionario. Por outro lado, um
comportamento contrario é observado quando reduz-se o valor de F, isto é; com a sua reducao também
reduz-se o valor de C4, obtendo-se assim um novo estado estacionario. Fisicamente, ao se aumentar
o valor de F' permite-se a entrada de uma maior quantidade desta espécie o que implica no aumento
no valor da sua concentracdo. Ja reduzindo-se F', limita-se a quantidade de massa do componente A,
fazendo com que a sua concentracao alcance um patamar inferior com rela¢ao ao problema base (sem
perturbagao).

Finalmente, é importante ressaltar que esta mesma andlise também pode ser realizada para outras
entradas do sistema.

40



15 1.5
- -
° ° Sem Perturbagdo
é 1 é 1 + Perturbagao
< < ——- Perturbagao
O O
0.5
0.5 B
0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t(s) t(s)
(a) Sem perturbagao. (b) Com perturbagao.

Figura 15: Simula¢do de um reator CSTR sem (a) e com (b) perturbagao.

3.5 Anadlise de Sensibilidade Paramétrica

Anélise de Sensibilidade Paramétrica (ASP) é uma abordagem proposta para determinar quais os
fatores que mais influenciam um determinado sistema (Himmelblau & Bischoff, 1968). Em linhas
gerais, a ASP consiste em estudar o efeito que a variagdo de um dado de entrada pode ocasionar
nos resultados. Quando uma pequena variacdo num parametro altera drasticamente a saida de um
processo, diz-se que o mesmo é muito sensivel a este parametro (Bequette, 1998). E importante
destacar que a ASP é essencialmente um mecanismo de exploragao do espaco multidimensional de
entrada, que cresce exponencialmente com o niimero de dimensoes.

Dentre as aplicabilidades deste técnica pode-se citar (Pannell, 1997):

e Testar a robustez dos resultados de um modelo ou sistema na presenca de incertezas;

e Aumentar a compreensao das relagoes entre varidveis de entrada e saida de um sistema ou
modelo;

e Reduzir as incertezas, identificando varidveis de entrada que causam influéncia relevante na

variavel de saida;
e Encontrar erros no modelo;

e Simplificar o modelo, fixando varidveis de entrada que nao tém efeito relevante na varidvel de
saida, ou identificando e removendo partes redundantes na estrutura do modelo;

e Encontrar regioes no espaco das varidveis de entrada para as quais a variavel de saida do modelo
é minima, méxima ou satisfaz um determinado critério.

Para avaliar a sensibilidade de um parametro, varias abordagens podem ser empregadas, tais como
(Pannell, 1997): i) Andlise de Sensibilidade de Faixa Nominal (Nominal Range Sensitivity Analysis);
i1) Difference in Log Odd Ratio; iii) Anélise de Sensibilidade Diferencial (Differential Sensitivity
Analysis) e iv) Indice de Sensibilidade.

Com o objetivo de aplicar um das metodologias apresentadas, vamos revistar o nosso estudo de caso

do reator CSTR isotérmico apresentado anteriormente. Este é dado pelo seguinte modelo diferencial:

dCs, F
dTA = 7(Cac = Ca) = kCa,  Ca(0) = Cao (87)
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onde C'4 é a concentracao para o componente A, t é o tempo, C4. é a concentragao de A na corrente de
alimentagao, C 4, é a concentragao inicial de A dentro do reator e k é a constante de reagao, assumida
constante, F' é a vazao volumétrica e V' é o volume (V') (Bequette, 1998).

Para fins de aplicacao considere a técnica do Indice de Sensibilidade (15). Esta consiste em realizar
pequenas alteragoes no parametro genérico z de modo que a saida de interesse (y) seja avaliada em
trés pontos, a saber, nos pontos =, r + Ax e x — Ax de acordo com a seguinte relacao:

ISI _ Yz+Azx — Yz—Ax (88)
Yz

Para avaliar a sensibilidade do modelo (Eq. (87)), por exemplo, com relagdo ao parametro F,
faz-se trés simulagoes, a saber, considerando F, F' + AF e F' — AF. Assim, para fins de aplicagao,
na Tab. 1 sao apresentados alguns resultados para o indice de sensibilidade referente ao parametro F'
considerando AF igual a 0,1 e os seguintes parametros: Cy,=2 mol/L, F=10 L/s, V=15 L, C4.=0,5
mol /L, k=1 s~! e tempo de simulacdo igual a 10 s. Neste caso, para cada instante de tempo ¢, o ISy é
calculado a partir de trés simulagoes independentes, a saber, considerando a vazao como sendo iguais
aF—AF, FeF+ AF, respectivamente.

Tabela 1: Resultados obtidos para o IS considerando AF igual a 0,1.

t Car-ar)y Cawr)y Carsar ISy
(s) (mol/L)  (mol/L)  (mol/L)
2—-2
0 2 2 2 T:()
1,72026 — 1,72194
0.00101 172194 172110 172026 === 0,00007
1,48403 — 1, 48681
0,20202 1,48681 1,48542 1,48403 ’ 1,4854’2 =-0,00186
0,20119 — 0, 19879
9,89898  0,19879 0,20000 0,20119 d 0. 2000’0 =0,01200
0,20119 — 0, 19879
10 0,19879  0,20000 020119 - 0 s000s—— —0.01200

E importante ressaltar que este mesmo procedimento deve ser adotado para analisar outros parame-
tros de interesse do sistema. Assim, nas Figuras 16(a,b) sdo apresentadas as variagoes de IS referentes
a saida C4 com relagao aos parametros F' e V considerando diferentes valores para A ([0,1 0,01 0,001
0,0001 0,00001]) e as mesmas condigoes apresentadas para a geracao dos resultados descritos na Tab. 1.
Em ambas as figuras é possivel observar que quanto maior o valor do parametro A, maior é o valor
de IS, independentemente do parametro analisado (F' ou V). J& na Figura 16(c) é apresentado, para
um mesmo valor de A (0,1) os valores de I.S com relacao & F' e V. Nesta figura observa-se que, para
um mesmo valor de A, o parametro F' é mais sensivel do que o parametro V', visto as amplitudes que
cada um destes alcanca.

A escolha do método empregado para andlise de sensibilidade deve levar em consideracao alguns

aspectos. Estes sao destacados a seguir (Pannell, 1997):

e Custo computacional: a andlise de sensibilidade é, na maioria das vezes, realizada através de
varias avaliagoes de um modelo. Neste caso, o tempo total requerido para a realizacao da ASP
¢é funcao do tempo necessario para avaliar o modelo;

e Correlagdo das entradas: os métodos mais comuns para ASP assumem independéncia entre as
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Figura 16: ASP para o problema do reator CSTR (Andlise de F e V).

entradas dos modelos, o que nem sempre é verdadeiro;

e Nao-linearidade: alguns métodos para ASP, como os que sdo baseados em regressao linear, nao
produzem resultados precisos quando a resposta do modelo é nao-linear;

e Interacoes cruzadas: ocorrem quando a perturbacao de duas ou mais entradas simultaneamente
causa maior variagao na saida quando comparado a perturbacao de uma variavel de cada vez;

e Multiplas saidas: quase todos os métodos de andlise de sensibilidade consideram uma unica
variavel de saida, mesmo que muitos modelos possuem um elevado niimero de varidaveis de saida,
possivelmente dependentes no espaco ou tempo;

e Limitacao de dados: em alguns casos, a analise de sensibilidade deve ser realizada com dados
disponiveis de outro estudo (os pontos no espaco de entrada ndo podem ser escolhidos especifi-
camente para esta andlise).

3.6 Validacao de Resultados Simulados

Os resultados obtidos com o desenvolvimento e a simulagao de um modelo mateméatico devem ser va-
lidados considerando experimentos referentes ao fendmeno representado pelo modelo proposto. Neste
caso, tanto o modelo quanto o experimento devem ser desenvolvidos baseados nas mesmas hipdteses
para que estes possam ser comparados do ponto de vista qualitativo e quantitativo, bem como se os
resultados obtidos sao coerentes com os esperados fisicamente. Todavia, se para o modelo desenvolvido
nao se tem pontos experimentais, pode-se, como alternativa, comparar os resultados numéricos com
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aqueles obtidos considerando um outro modelo matematico. Cabe ressaltar que esta alternativa so
pode ser aplicada se ambos os modelos forem concebidos considerando hipdteses similares. Mesmo as-
sim, enfatiza-se que este procedimento nao é o mais indicado, visto que o uso de pontos experimentais
¢é a forma mais coerente de validar um modelo proposto.

3.7 Resolucao Numérica de Modelos Concentrados

Seja o seguinte sistema com n equagoes diferenciais ordindrias nao lineares de primeira ordem que
definem um sistema com modelos concentrados:

I fl(xl,acg, ,xn) .%'1<to) Lo

dz d Z2 f2($lal‘27 axn) .’EQ(to) T20

a7 w| | T 5 N N I i
T, fu(x1,29, s T0) T (to) Tno

em que t é o tempo (varidvel independente), = é o vetor de incdgnitas (varidveis dependentes), f é um
vetor que representa o lado direito do sistema de equagoes diferenciais (o sistema acima esta explicito
com relagao as derivadas) e z;, (=1, ..., n) é o vetor de condigbes iniciais avaliados em ..

Este modelo pode ser avaliado dinamicamente ou na condigao estaciondria, o que na pratica signi-
fica a avali¢@o, analitica ou numérica, de dois problemas matematicamente diferentes. De forma geral,
para a resolucao de ambos os problemas podem ser empregadas estratégias analiticas e numéricas.
A primeira consiste em obter a solucao a partir de manipulagoes algébricas, mudanca de varidveis,
aplicagao de operadores (Laplace por exemplo) para o sistema diferencial. Todavia, apesar de existi-
rem diferentes abordagens analiticas para a resolucao destes problemas, a sua aplicabilidade depende
da complexidade do mesmo, isto é; na grande maioria das aplicagoes nao é possivel resolver, anali-
ticamente, um sistema constituido por equagoes algébricas e/ou diferenciais. Neste contexto, faz-se
necessario a aplicacao de estratégias numéricas. Estas consistem, de forma geral, do uso de proce-
dimentos iterativos para fins da aproximacao da solucao do problema em questao. Neste caso, a
qualidade da solucao é funcao da estratégia utilizada, bem como dos parametros requeridos pelas mes-
mas. Nas proximas subsecgoes sao apresentadas estratégias numéricas tradicionalmente empregadas
para a avaliacao de cada um destes problemas.

3.7.1 Estado Estacionario

O modelo definido pela Eq. (89) pode ser avaliado quanto o tempo tender a infinito, isto é; na condi¢ao
de estado estaciondrio. Matematicamente, esta condi¢ao, para a Eq. (89), é definida como:

dx
0= f=0 0
dt 0 ! (90)

fi(z1, 22, ..., xp)

f2($1,$2,...,:€n) _0 (91)

fn(mlyx% 7:1771)

Com a aplicacao da condi¢ao de estado estaciondrio, o modelo diferencial ordindrio nao linear
original é transformado em um modelo algébrico nao linear. Resolver a Eq. (90) consiste em encontrar
o vetor x de forma que o sistema f seja satisfeito (simultaneamente para todas as equagoes). Por se
tratar de um modelo nao linear, nao existe garantia de unicidade de solucao, isto é; pode existir mais
de um par solucao que satisfaga o sistema f, o que na pratica implica no aumento da complexidade
do modelo a ser resolvido. Devido a complexidade inerente nestes tipos de problemas, dificilmente a
solucao serd obtida de forma analitica. Assim, faz necessario a aplicagao de abordagens numéricas
para aproximar a solugdo do modelo dado pela Eq. (90).
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Em linhas gerais, tais abordagens numéricas consistem de um procedimento iterativo composto
por, basicamente, trés etapas, a saber: i) a definicdo de uma estimativa inicial ou chute (ponto de
partida para a resolucao do problema definida pelo usuério); i) uma relacao de recorréncia (forma
pela qual o chute sera atualizado durante o procedimento proposto. Esta etapa é a que caracteriza
cada abordagem numérica) e iii) o critério de parada (como o procedimento iterativo serd finalizado.
Para esta finalidade pode-se utilizar, por exemplo, os conceitos de erro absoluto, relativo, nimero
méximo de passos, numero méaximo de avaliagdes do vetor f, entre outras possibilidades). Como
alternativa para resolver o sistema nao linear acima serd considerado o Método de Newton (MN).
Este configura-se como uma das principais abordagens empregadas para a resolucdao de um sistema de
equagoes algébricas nao lineares no contexto numérico.

De forma geral, em cada iteracao, o vetor solucao é aproximado considerando a seguinte relacao:

fl(xlaq’?a'”uxn) ¥
fg(xl,xg,...,xn)
k+1 k .
X1 Il
T9 _ 9 B fulz1, 22, .y xy) i (02)
Tn Tn 851'1 61:2 81'71
0r1 Oxo oz,
s Ofs . O
L dx1  Oxo or, |

em que k é a iteracdo e o denominador na Eq. (92) (derivadas parciais) é a matriz Jacobiana. Assim,
definindo uma estimativa inicial e um critério de parada, a Eq. (92) pode ser utilizada como relagao
(de recorréncia) para atualizar o valor do vetor x, sendo este repetido até que o critério proposto (para
finalizar o processo) seja satisfeito. Cabe ressaltar que a divisao de um matriz representa o célculo da
sua inversa. O MN pode ser facilmente demonstrado considerando o truncamento da Série de Taylor
para n varidveis.

3.7.2 Estado Dinamico

Como destacado anteriormente, devido as nao linearidades presentes nestes modelos, a solugao analitica
sO sera possivel para sistemas simples. Como alternativa, as abordagens numéricas sao as estratégias
mais apropriadas para resolver este tipo de sistema. Em linhas gerais, encontrar a solucao numérica
de um sistema de equagtes diferenciais ordindrias de primeira ordem consiste em aproximar o perfil
do vetor x em um conjunto de M pontos pré-definidos pelo usuério, conforme ilustrado na Fig. 17.

Nesta figura observa-se que, para cada variavel dependente, a solucao aproximada é computada ao
longo dos pontos (discretizados) no que tange a varidvel independente ¢, isto é; a solugao aproximada é
conhecida somente nestes pontos discretizados. Estes, geralmente, sao tomados como sendo igualmente
espagados e sao computados em funcao do tamanho do passo de integracao h, definido como:

ty—to

h (93)

=

em que M é o nimero de pontos, e t, e ty (=tpr) representam os limites inferior e superior para a
varidvel independente, respectivamente. Assim, conhecendo-se os valores de M, t, e ty, o valor de
h pode ser obtido. Ja os valores de t; (i = 1,2,...,M) ao longo do dominio t, < ¢t < ty pode ser
computado como: t1=t., to=t1+h, tz=to+h, ...., tyr_1=tpr—2+h, ty=ty.

Para resolver numericamente o sistema dado pela Eq. (89) serd empregado a apresentado o Método
de Runge Kutta de 4 (MRK4%). De forma geral, a familia de Métodos Runge Kutta é dado como
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Figura 17: Representac¢do esquemdtica de um método numérico para resolver um sistema de equagdes diferen-
ciais ordindrias de primeira ordem.

segue:
ab = 4 h¢<tk_1,xk*1) (94)

em que ¢ é uma funcdo que depende de de t e z (vetor de fungoes f) e do tamanho do passo h.
Para cada ordem pode-se obter uma relagao especifica e que caracteriza o método de p-ésima ordem.
Nesta familia de métodos, a ordem estd relacionada a qualidade de solucao desejada, isto é; quanto
maior a ordem, melhor é a aproximacao obtida. Todavia, ressalta-se que existe um compromisso entre
qualidade e a ordem do método, de forma que o custo computacional relacionado a ordens superiores
a 5 nao implica em uma melhora significativa da precisao. Assim, geralmente utiliza-se métodos até
com a 5% ordem em aplicagoes praticas. Cabe enfatizar que uma das principais vantagens de um MRK
de ordem p é que o mesmo nao requer o cdlculo de qualquer derivada referente ao vetor de fungoes f.
Todavia, este depende da avaliagdo do vetor f em p pontos (distintos).

Diante do que foi discutido, serd considerado o Método de Runge Kutta de 4% Ordem para a
integragao do sistema diferencial dado pela Eq. (89). Matematicamente, 0 MRK4? é definido como:

2 1" z 157 G11(21, -ry T) + 2012(21, o, ) + 2013(21,5 o, ) + D141, -0, Tyy) e
x2 | 2 +h G21(21, oy ) + 2022(21, .o, Tn) + 2¢023(x1, ..oy Tp) + P2ua(T1, .., )
20 6 :
Tn Tn ¢nl(l‘17---axn)+2¢n2(371>---’37n)+2¢n3(3717'~7xn)+¢n4($1a---7$n)
(95a)
¢ 1" filt,z1, ., xn)
¢:21 _ fa(t, xl;'--axn) (95b)
d)nl fn(tvxlv'”vxn)
(o2 17 [ A+ h/2 01+ 611 (B)2) s tn + fnt (B/2)) ]
P22 fg (t+h/2,1¢1+¢11 (h/Q),...,:L’n+¢n1 (h/?))
. = . (95C)
L ¢n2 | L fn (t + h/anl + ¢11 (h/2) 3oy Tp ¢n1 (h’/2)) J
[ ¢13 1! I fl (t + h/anl + ¢12 (h/2) y ooy T+ ¢n2 (h/2)) 1
¢23 f2 (t+h/2a$l+¢12 (h/2),,$n+¢n2 (h/2))
: - : (95d)
| Pn3 | | fu(E+h/2,210 + P12 (h/2) 5oy o + P2 (R/2)) ]
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P14 A fi(t+h,x1 + ¢i3h, ..., xn + dn3h)

P24 fa (t+ h, 21 + ¢13h, ..., Tn + Prsh)
. = . (95¢)

®na In (t+h,l’1 +¢13h>'--7$n+¢n3h)
em que k é o ponto em analise no dominio de interesse. Neste caso, de posse do vetor f, da condigao
inicial x;, (i=1, ..., n), dos valores dos limites de integragao t, e ty e do nimero de pontos M (ou

do tamanho do passo h), determina-se os valores das fun¢oes auxiliares ¢ usando as Egs. (95b)-(95e).
Com os valores de ¢ computados atualiza-se o vetor x usando a Eq. (95a). Neste equacionamento
destaca-se que para a atualizagdo do vetor x para um novo ponto faz-se necessario avaliar o vetor f
4 vezes (4 é a ordem do método). Todavia, nenhuma diferenciagdo do vetor f é necessdria, o que
caracteriza a principal vantagem deste método. Finalmente, cabe enfatizar que, matematicamente, a
familia de MRK podem ser encontrada a partir do uso da Série de Taylor associada a Eq. (94). Tal
desenvolvimento pode ser encontrado na maioria dos livros de Calculo Numérico.

3.7.3 Reator CSTR

Para fins de aplicagdo considere as reagoes A — B — C e 2A — D que ocorrem em um reator de
mistura perfeita (Continuous Stirred Tank Reactor) isotérmico, onde kap, kpc e kap sdo as constantes
de reagao referentes a reacao de A para B, de B para C e A para D, respectivamente. Sabendo que A
puro ¢é alimentado a uma vazao constante (F) e que o volume é considerado constante (V), o modelo
matemadtico que descreve a concentracao (C') das espécies A e B em fungao do tempo t é dado por:

ci[ Cg}::[‘ﬁ(CQ,CE)] _ fg(chf—-Cﬁ)——kABCup—kADCﬁ | {CLKO)_

dt | C Ca,C :
B f2(Ca,Cp) —VCB+1€ABCA—]€BCc’B

onde U4y € a concentracao de alimentacao da espécie A.
Sabendo que kap é igual a 5/6 min~!, kpc é igual a 5/3 min~!, kap é igual a 1/6 L/(mol min),

F/V éigual a 4/7 min~! e que Cy 7 ¢ igual a 10 mol/L, deseja-se determinar o estado estacionario
usando o MN e o perfil da concentragao da espécie A para 5 minutos de simulacdo usando o MRK4%.

Estado Estacionario

Para a avaliar o estado estaciondario para o problema do reator CSTR descrito anteriormente, deve-
se fazer f1(Ca,Cp) e f2(C4,Cp) iguais a zero, isto é; derivadas nulas. Devido a simplificade do
modelo apresentado, o mesmo apresenta solucao analitica, dado pelos seguintes conjuntos: (C4=-
11,428572 mol/L; Cp=-4,255320 mol/L) e (C'4=3 mol/L; Cp=1,117103 mol/L). A primeira solucao é
fisicamente invidvel visto que as concentragoes sao negativas. Assim, a solugdo em estado estacionario
para o problema do reator CSRT é o par C4=3 mol/L e Cp=1,117103 mol/L.

A férmula de recorréncia referente ao MN (Eq. (92)) para esta aplicacdo é dada como:

F(Cuf—C k
(AJ;/A) — kapCa —kADC%
FCp
k1 k - k -k
C HE v T kaBCa—kpcCh o
Cp Cp F k
—— —kap — 2kapCy 0
Vv
k _Ey
AB v ks

Assim, definindo uma estimativa inicial (C¥ e C%) os valores atualizados para ambas as concen-
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tragoes (C’f{H e CE'H) podem ser obtidos. Neste caso, deve-se definir também um critério para finalizar
0 processo iterativo. Para esta finalidade considera-se como critério de parada o somatoério do médulo
do erro absoluto (Z) em duas iteracdes consecutivas menor do que 1075,

Para ilustrar este procedimento, considere a estimativa inicial Cﬁ:0,5 e 02:0,5 em que k é igual
a zero. Neste caso, substituindo estes valores na Eq. (97) tém-se:

[ 4,970238 ]0

[ Co ]1 B [ 0,5 r B —0, 702380 3 [ 3,662878 } (98)
Cp 0,5 ~1,571428 0 0 1,363837
0,833333 —2.238095
Com o valor das concentracoes atualizado deve-se computar o erro =, isto é;
==10,5—3,662878| + 10,5 — 1,363837| = 4,026716 (99)

Como o valor de Z nio é menor do que a tolerancia especificada (1078), o processo iterativo deve
continuar, isto é:

[ —1,667300 ]1

Ca1® 3662878 " 0,000000 [ 3,027801 (100)
Cp | 1,363837 —2,625721 0 L 1,127406
[ 0,833333  —2,238095 ]

em que o o valor de = é igual a 0,871419.

Como este ainda nao é menor do que a tolerancia, o processo iterativo continua até que este critério
seja satisfeito. Isto acontece na 5¢ iteracao, em que tém-se:

[ 4,80 x 107° r

Ca1° [ 3021801 )" 0 [ 3,000000

Cs | 7| 1,127406 9. 404761 0 17| 1,117021
[ 0, 833333 —2,238095]

(101)

que corresponde a um erro da ordem de 2,74x 10710,

Na Tabela 2 sao apresentados os resultados obtidos pelo MN considerando diferentes estimativas
iniciais para o problema do Reator CSTR em estado estacionario. Nesta tabela é possivel observar
que o MN, para as estimativas iniciais consideradas, sempre convergiu para a solucao estaciondria
viavel, isto é; mesmo quando foram definidos valores negativos para as concentragoes, o MN convergiu
para a solucao viavel. Também é possivel constatar que o nimero de iteragoes requeridas foi, no
maximo, igual a 6. Finalmente, é importante destacar que para toda e qualquer aplicagdo sempre
se faz necessario avaliar a influéncia da estimativa inicial no resultado obtido, visto que nao existe
garantia de unicidade de solugao para este tipo de problema

Estado Dinamico

Para aplicar o MRK4% primeiramente é necessario definir o nimero de pontos de discretizagao (M ).
Considerando M igual a 50 implica que h é igual a 0,1020 ((5-0)/(50-1)), conforme a Eq. (93). Como
o vetor f é conhecido, bem como todas as condigoes de entrada (C4(0)=5 mol/L e Cp(0)=0 mol/L),
pode-se computar os valores das fungoes ¢ via avaliagao das Eqgs. (95b)-(95e) de forma que as concen-
tragoes no i+1 ponto possam ser computadas via avaliagdo da Eq. (95a).

Na Tabela 3 sao apresentados os valores das funcoes ¢, do tempo discretizado ¢ e das variaveis
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Tabela 2: Resultados obtidos pelo MN considerando diferentes estimativas iniciais para o problema do Reator
CSTR em estado estaciondrio.

k ch ch = ch ch =

0 0,5 0,5 - 1,0 1,0 -

1| 3,662878 1,363837  4,026716 | 3,383561 1,259836  2,643398
2 | 3,027891 1,127406  0,871419 | 3,009681 1,120626  0,513090
3 | 3,000053 1,117041  0,038202 | 3,000006 1,117023  0,013277
4 | 3,000000 1,117021  0,000073 | 3,000000 1,117021  0,000008
5 | 3,000000 1,117021 2,74x107'° | 3,000000 1,117021 4,01x10~'2
k ch ch =) ch ch =

0 -0,5 -0,5 - 10 10 -

1| 4,649038 1,731024  7,380063 | 4,723618 1,758796  13,517587
2 | 3,153403 1,174139  2,052520 | 3,166194 1,178902  2,137315
3 |3,001597 1,117615  0,208330 | 3,001871 1,117717  0,225507
4| 3,000000 1,117021  0,002191 | 3,000000 1,117021  0,002567
5 | 3,000000 1,117021  0,000044 | 3,000000 1,117021  0,000003
6 | 3,000000 1,117021 3,15x107'% | 3,000000 1,117021 5,04x1071°

dependentes C4 e Cp obtidos pelo MRK4% considerando M =50 para o problema do Reator CSTR.
Nesta tabela é possivel observar que, para os ultimos instantes de tempo, os valores de ambas as
concentracoes estabilizaram em torno de, aproximadamente, 3 e 1,12. Estes representam, para este
modelo e para os parametros considerados, o estado estacionario para este sistema.

Tabela 3: Resultados obtidos pelo MRK/* considerando M =50 para o problema do Reator CSTR em estado
dinamico.

t 0 1,020E-01  2,040E-01  3,061E-01 --- 4,795E+00 4,897E+00 5,000E+00
11 - -BAT6E+00 -4,037E+00 -3,019E4+00 --- -5293E-05 -4,141E-05 -3,240E-05
$12 - -4,631E4+00 -3,444E+00 -2,592E+00 --- -4,644E-05 -3,633E-05 -2,842E-05
$13 - -4759E4+00 -3,530E+00 -2,652E+00 --- -4,723E-05 -3,695E-05 -2,891E-05
$1a - -4,023E400 -3,010E4+00 -2275E+00 --- -4,134E-05 -3,234E-05 -2,530E-05
Ca 5 4519E400 4,161E+00 3,893E4+00 ---  3,000E4+00 3,000E4+00 3,000E+00
$21 - 4,166E+00  2,959E+00  2,090E4+00 ---  -2,099E-04 -1,706E-04 -1,385E-04
$22 - 3458E+00 2450E+00  1,723E+00 --- -1,881E-04 -1,528E-04 -1,241E-04
$2s -  3,57T4E+00  2,533E+00  1,783E+00 --- -1,903E-04 -1,546E-04 -1,255E-04
$21 - 2,945E4+00  2,080E+00 1,457E+00 --- -1,704E-04 -1,384E-04 -1,123E-04
Csz 0 3,601E-01  6,154E-01  7,950E-01 --- 1,117E4+00 1,117E+00 1,117E+00

Na Figura 18 sao apresentados os perfis de concentracao das espécies A e B considerando M igual
a 50, bem como as solugoes de referéncia computadas considerado a fungdo ode com a opgao 7k do
Scilab®. Esta rotina implementa o Adaptive Runge-Kutta of order 4 (RK/) method. Nesta figura é
possivel observar uma boa concordancia entre os valores computados pelo MRK4% e pela rotina do
Scilab®. Fisicamente, como esperado, a concentracao de A diminui ao longo do tempo (reagente) e a
concentragao de B sai de zero para, aproximadamente 1,12 (reagente na primeira reagao e produto na
segunda reagao).

Para avaliar a qualidade da solugao em fungao do nimero de pontos de discretizagao, na Tab. 4
é apresentada a influéncia deste parametro no valor do somatério do erro absoluto (Z¢, e E¢,) para
o problema do Reator CSTR. Nesta tabela, como esperado, o aumento no valor de M implica na
redugao do valor de h (refinamento da solugao) e, consequentemente, na reducdo dos erros absolutos
para cada espécie, conforme pode ser observado na Fig. 19.
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Figura 18: Perfis de concentra¢do das espécies considerando M igual a 50.

Tabela 4: Influéncia do niumero de pontos de discretizagdo mo valor do somatdério do erro absoluto para o
problema do reator CSTR.

M

‘:'CA

':'CB

10
15
25
50

0,1274
0,0265
0,0041
0,0011

0,2294
0,0396
0,0059
0,0016

Referéncia
o M=10 1t
> M=15
0 M=25
M=50

b
in

Referéncia
o M=10
> M=I5
5 M=25
M=50

Concentraciio A (mol/L)
& -

Concentracdo B (mol/L)
=

=2

Epeh

. OOSERERBAD 0
0 1 2 3 4 5
Tempo (min)

(a) Ca.

1 2 3 4 5
Tempo (min)

(b) Cp.

Figura 19: Perfis de concentracao das espécies considerando diferentes valores para M.

3.8 Atividades

Questao 1) Considere um processo descrito pela seguinte equagao:

doi = ¢, x;(0) = x4

o (102)

em que x; € a i-ésima variavel dependente, t é o tempo, ¢; é uma fungao, z;, é a i-ésima condicao
inicial. Determine o nimero de graus de liberdade do sistema nos seguintes casos (justificando a sua
resposta):

e o contador ¢ é igual a 1, portanto ¢; é igual a x1 e x1(0) = x10;
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e o contador i varia de 1 até N, portanto ¢; é igual a x; e ;(0) = 2.

Questao 2) Em um processo de engenharia em que a varidvel dependente é a concentracao, esta nao
pode assumir valores negativos. Todavia, ao se linearizar o modelo da concentracdao (em termos da
variavel desvio) é possivel que o perfil assuma valores negativos. Como isso é possivel?.

Questao 3) Considere um reator bioquimico em que o consumo de substrato (x2) promove o cresci-
mento de biomassa (z1) e, consequentemente, a formagao de produto (z3) conforme o seguinte modelo
matematico:

dxl
—“— =(u—-D 1
7 (n )x1 (103)
dJUQ M1
dt D(I‘F 1‘2) % ( 0 )
do-
8 o Dy + (ap+ B)ny (105)

dt

em que t é o tempo de operacdo, Y é o rendimento (0,4 g/g), B é uma constante cinética (0,2 h=1),
D ¢ a taxa de diluicdo (0,202 h™!), a é o rendimento especifico (2,2 g/g), e F é a concentracio de
alimentacao de substrato (20 g/L). A taxa especifica de crescimento (em func¢ao das concentragoes de
substrato e produto) é dada como:

_ /Lmax(l - xS/Pmax)x'Q

106
km + xg + k123 (106)

em que P, é a produtividade méxima (50 g/L), k1 é uma constante cinética (0,04545 L/g), timaz €
a taxa de crescimento maxima (0,48 h~!) e &, é uma constante (1,2 g/L).

Sabendo que o conjunto x1,.=5,996 g/L, x2..=5,011 g/L e 3.,=19,128 g/L é um estado esta-
cionario do modelo acima, determine o modelo linearizado.

Questao 4) Considere um reator CSTR onde acontecem reacoes em série e em paralelo para obtengao
dos produtos C e D, descritas como segue:

245 BB (107)
D

24 (108)

Considerando as propriedades fisicas constantes; o volume do reator constante; que nao existe
mudanca de fase; que o processo é isotérmico; mistura perfeita; que as vazoes (volumétricas) do reagao
sao consideradas constantes; que a reacao é de primeira ordem de B para C e de segunda ordem de A
para B e de A para D e que apenas o componente A é alimentado no reator; o modelo que descreve a
dindmica do processo é dado por:

aCy F

— = 7(Cae = Cu) k102 — k30?3,  Ca(0) = Cao (109)
% — g(cBe — CB) 4 k1C% — kxCp,  Cp(0) = Chyo (110)
% _ é(c@ —Ce) +kaCp, Ce(0) = Ceo (111)
% _ é(cDe —Cp)+ksC%, Cp(0) = Cpo (112)

em que t é o tempo; Cy4, Cp, Co e Cp sao as concentragoes dos componentes A, B, C e D, respecti-
vamente; ' e V representam a vazao e o volume do sistema, respectivamente; C'4., CBe, Cce € Cpe
representam as concentragdes na corrente de alimentagao dos componentes A, B, C e D respectiva-
mente; k; é a constante de reagao (i=1, 2, 3) e Cap, Cpo, Cco e Cpg sao as concentragoes iniciais dos
componentes A, B, C e D dentro do reator, respectivamente.
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Sabendo que k1=>5/6 min~!, ko=5/3 min~!, k3=1/6 litros/(mol min), C4.=10 mol/litro, C.=Cc,
=Cpe=0 mol/litro, V=1 litro e F'=4/7 litro/min, determine a condi¢do do estado estacionario e o
modelo linearizado.

Questao 5) Considere um processo que é descrito pelas curvas A e B, conforme a Fig. 20. O que vocé
pode afirmar sobre esse processo?.

OA
é Curva A
Q
&/
&
Curva B
Tempo -

Figura 20: Processo descrito pelas curvas A e B.

Questao 6) Em um modelo diferencial empregado para representar um dado fenémeno em engenharia
quimica, em que situacao é plausivel aplicar o conceito de estado estacionario? Justifique a sua
resposta.

Questao 7) Determine TODAS as condigoes de estado estacionério do reator biolégico descrito pelos
seguintes balangos de massa:

dl’l
— = - D 113
% (u- D)y (13)
dry U
[ Hmax 2 (115)

- ki + 22 + /ﬁ(xg — k2>2

em que r1 e T9 representam as concentracoes de biomassa e de substrato, respectivamente, u é a taxa
especifica de crescimento, D ¢ a taxa de diluicao, sy é a concentracao de substrato na corrente de
alimentacao e Y é o rendimento do processo € pimaz, km, k1 € ko sao parametros do modelo. Em todos
os calculos considere: Y'=0,4; k1=0,04545; k2=0,05; D=0,202; f11q:=0,48; kp,=1,2 e s7=20.

Questao 8) O modelo que representa a transferéncia de calor em uma aleta retangular é dada pela
seguinte relagao:

T

— = QT - T,) (116)
T(z=0) =T, (117)
%(z:m =0 (118)

em que z é a coordenada espacial (0 < z < 1) e T é a temperatura, {2 é um parametro que relaciona
coordenadas geométricas e parametros termo-fisicos, T, e T representam as temperaturas ambiente e
da parede no qual a aleta estd fixada, respectivamente. Para este modelo, qual é a condicao de estado
estacionario? Justifique a sua resposta.

Questao 9) A condigao de estado estacionério é um conceito muito utilizado em diferentes campos da
engenharia. O que vocé poderia afirmar sobre este conceito no contexto industrial? Apresente uma
situacao que ilustre a sua resposta.

Questao 10) Um engenheiro recebeu a tarefa de estimar a perda de carga em uma tubulagao em fungao
do coeficiente de atrito f (adimensional). Para essa finalidade, ele recebeu do seu chefe um modelo
matemadtico para o cdlculo de f em fungao da rugosidade relativa (g,), do diametro (D) e do ntimero
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de Reynolds (R.), descrita como:

=m0 12

Ao calcular o valor de f considerando determinados valores para &,, D e R,, o engenheiro percebeu
que o valor encontrado era fisicamente invidvel. Em sua opinido, qual o motivo para a obtencao deste
valor fisicamente invidvel? Como vocé deve proceder neste caso? Justifique a sua resposta.

Questao 11) Vapor saturado é transportado em uma tubulagao de ago com diametro interno (D;) de
20 mm e didmetro externo (D2) de 25 mm, sendo a mesma isolada por um material apropriado de
modo que D3=D»+480 mm. Os coeficientes de transferéncia de calor convectivo interno (h;) e externo
(ho) sdo da ordem de 1700 W/m?K e 3 W/m?K, respectivamente. A condutividade térmica do aco
(ks) e do isolante (k;) sao iguais a 45 W/mK e 0,064 W/mK, respectivamente. Matematicamente,
o problema apresenta trés interfaces (vapor, ago e isolante) e é modelado em regime estaciondrio de
acordo com as seguintes equagoes algébricas:

e Calor transferido do vapor para a tubulacao:

hiwDy (Ts —Th) = o (Dle_l)j/k(kas) (120)
e Calor transferido da tubulacao para o isolante:
T —1Ts _ T, — T3 (121)
In (D2/D1)/(2mks)  In(Ds/Ds)/(27k;)
e Calor transferido do isolante para o ar:
o, sz—Q)T/’?EWki) = howDs3 (T — Ty) (122)

Sabendo que a temperatura do vapor saturado (Ts) é 403,15 K e a temperatura ambiente (7y)
¢ 298,15 K determine a temperatura da parede interna da tubulacao (71), a temperatura da parede
externa da tubulacao (73) e a temperatura da parede externa do isolante (73).

Questao 12) No processo de cristalizagdo deseja-se, entre outros objetivos, minimizar a integral da
taxa de cristalizagao (f). Esta é definida como:

t
C—Cs\?
f= /k;g exp (—E,/RT) ( G ) dt (123)
0 S
onde k, é a constante de cristalizacdo (um/min), Eq/R é a energia de ativagdo do crescimento pon-
derada pela constante dos gases (K), g é um expoente relativo a taxa de crescimento (-), C' e Cj
(saturagao) representam as concentragoes do soluto (g de soluto/g de solvente), T é a temperatura
(K) e t é o tempo total de operacao (min). Diante do que foi apresentado, determine a unidade de f.

Questao 13) O principal mecanismo de transporte de CO2 da atmosfera para o oceano é através de sua
dissolucao em gotas de chuva. Matematicamente, este processo pode ser representado pelo seguinte

modelo de difusdo:
oc _ (a?c 2 ac)

o - Plaz oo (124)

Sabendo que C' é a concentragdo [mol/m?], t é o tempo [s], r é o raio [m] e D é a difusividade

do CO9 na dgua, o que deve acontecer, em termos dimensionais, para que o modelo seja consistente?
Justifique a sua resposta.

93



Questao 14) O escoamento de um fluido em uma tubulacao implica em perda de energia. Isto se deve,
principalmente, ao atrito do fluido com a superficie interna da parede do tubo e com turbuléncias
oriundas do escoamento do fluido. Para mensurar esta perda de energia, a literatura utiliza o fator de
atrito (f), sendo que a relagdo mais empregada para essa finalidade é a equagao de Colebrook-White,

proposta em 1939 e definida como:
k 2,51
—=2In[ ——= : 125

f n<3,7D+Re\/f> (125)

—_

em que k é a rugosidade, D é o diametro interno da tubulacao e Re é o nimero de Reynolds. Sabendo
que o fator de atrito é adimensional, qual deve ser a condicdo para que a equacao de Colebrook-White
seja consistente dimensionalmente? Este modelo é linear ou nao linear? Justifique a sua resposta.

Questao 15) Implemente o MRK4® e resolva um estudo de caso da sua preferéncia. Para essa finalidade
utilize a linguagem de programagao que vocé mais se identifica.

Questao 16 A secagem configura-se como uma das operagoes unitarias mais importantes em engenharia
quimica. Isto se deve a quantidade de aplicacoes que podem ser desenvolvidas a partir deste fenémeno.
Para uma dada aplicacao, este fendomeno pode ser representado pelo seguinte sistema de equagoes
diferenciais parciais:

oM O*M
or  o*r
— L 12
5 aax2,0<x< (127)

em que ¢ [s] é o tempo, x [m] é a coordenada espacial, L [m] é o comprimento caracteristico, M [w.b.]
é o teor de umidade, T [°C] é a temperatura, D [m?/s] representa o coeficiente de difusdo, a [m?/s] é
difusividade térmica e k1 [w.b./(s °C)] é a taxa de remogao de calor. Para esta aplicacao consideram-se
as seguintes condigoes (iniciais e de contorno):

M(0,x) = M, (128)
T(0,2) =T, (129)
aj\g(;,o) =0 (130)
o) 31
M(t,L) =0 (132)
—k(w = h(T(t, L) — Tys,) (133)

em que M, e T, representam as condigoes iniciais para a umidade e temperatura, respectivamente, k
[W/(m °C)] é a condutividade térmica, Ty, [°C] é a temperatura do ar, e h [W/(m? °C)] é o coeficiente
de transferéncia de calor. Encontre o modelo adimensional sabendo que:

Dt X:E M:M T T 1T,

- ﬁ7 L7 ]\4'07 Tair_TO

. (134)

em que 7, X, M e T representam os adimensionais para o tempo, o comprimento, a umidade e a
temperatura, respectivamente.
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4 Volumes em Sistemas de Engenharia: Uma Breve Revisao

4.1 Motivagao

Em engenharia, comumente utilizam-se hipéteses de forma a simplificar os modelos matematicos consi-
derados para a representacao do fendmeno de interesse. Uma das mais utilizadas consiste na definigao
da geometria do equipamento em andlise, isto é; geralmente considera-se como referéncia um volume
cuja geometria é bem difundida. Por exemplo, tanques cilindricos com regioes arredondadas sao apro-
ximados como se fossem cilindros com quinas. Apesar desta hipdétese ser bem coerente, conforme
pode-se observar na Fig. 21, diferentes formatos para os equipamentos utilizados na induistria podem
ser encontrados.

(e) Calha. (f) Calha.

Figura 21: Geometrias de tanques e reatores comumente utilizados na industria.

Como serd apresentado no préximo capitulo, os modelos que representam leis de conservagao
dependem do formato do equipamento considerado na andalise. Em geral, o termo do volume aparece
dentro de uma integral que é fungao do tempo. Assim, se o volume de interesse contido dentro destes
equipamentos estiverem variando em funcao do tempo, faz-se necessario definir, do ponto de vista
matematico, a forma como isso acontece. Como o volume de um equipamento é funcao da altura e
a mesma ¢, naturalmente, dependente do tempo, utiliza-se a altura para explicitar a relacao entre o
volume e o tempo, mesmo que seja de forma implicita.

Diante do que foi apresentado, o presente capitulo tem por objetivo apresentar uma metodologia
baseada no uso de integracao para determinar expressoes do volume em fungao da altura. Para fins
de comparacao, sempre que possivel, também sao considerados modelos obtidos a partir da aplicacao
de relacoes geométricas.

4.2 Método dos Discos

Quando o volume a ser determinado apresenta uma estrutura simples, isto é; uma geometria espacial
cldssica (cilindros, cones e esferas), o mesmo pode ser computado utilizando relagdes mateméticas tra-
dicionais, dentre as quais pode-se citar o Teorema de Pitagoras, relagoes trigonométricas, semelhanca
de triangulos, entre outras. Todavia, para sistemas que apresentam volumes complexos, técnicas base-
adas no uso de integrais devem ser empregadas para a representacao dos mesmos. Para essa finalidade,
nesta segao sera apresentada a fundamentacao tedrica do Método dos Discos. Em linhas gerais, esta
abordagem consiste em representar o volume de um equipamento com geometria complexa por meio
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da combinagao de volumes mais simples e, que neste caso, sao aproximados por cilindros. Neste con-
texto, o volume descrito na Fig. 22(a) pode ser aproximado pelo somatério de vérios discos cilindricos,
conforme a Fig. 22(b). Neste caso, considerando que cada cilindro apresenta a mesma altura (dz),
o que ira diferenciar o volume de cada um serd a sua drea da base que, neste caso, ¢ um circulo
delimitado pela funcao que representa a casca da figura de interesse. Assim, tem-se um conjunto de
cilindros com volumes Vi, Vo, ..., Vy, em que N é o nimero de discos cilindricos considerados.

(a) Volume do sélido. (b) Projecao no plano + Apro-
ximacao por discos cilindricos.

Figura 22: Concepgao conceitual do Método dos Discos ((a) - Volume de interesse e (b) Aproximagdo consi-
derando o Método dos Discos).

Intuitivamente, quanto menor o valor da altura dx de cada disco, mais preciso é o somatdrio em
relagao ao volume da figura original. Assim, a aproximagao do volume considerando o Método dos
Discos pode ser representada como:

N N
V=Vi+Vat . .+ Vy=> Vi=> Ayds (135)
=1 =1

em que A, é a drea da base do i-ésimo elemento de controle (disco cilindrico).

A equacao acima pode ser generalizada considerando que N tende a infinito. Neste caso, ao se
aplicar limite quando N — oo em ambos os lados, obtém-se a seguinte expressao:

Ty
V:/ Apdz (136)

em que x; e x¢ representam os limites (inferior e superior) de integracao para o sistema de interesse.

Em resumo, para que se possa aplicar esta técnica, o usuério deve: i) identificar a funcao que
caracteriza o raio do circulo, isto é; explicitar esta informacao em fungao da direcao (eixo de referéncia)
em que se deseja integrar (caso esta nao seja constante) e i) identificar os limites de integracao (z; e
xy) em relacao a funcao que caracteriza o raio da drea da base. Neste caso, o(s) limite(s) de integracao
deve(m) conter uma altura genérica h de forma que essa, apds a avaliagdo dos limites de integracao,
possa aparecer, explicitamente, no volume obtido, isto é; o modelo final deve estar em funcao da altura
h.

Para um maior detalhamento da metodologia apresentada, a seguir sao apresentados estudos de
caso com diferentes niveis de complexidade, bem como um comparativo, sempre que possivel, com
relacoes obtidas a partir do uso de relacoes geométricas.

4.3 Testes Praticos para Analisar o Volume Obtido
Ao se aplicar o Método dos Discos em um problema com geometria complexa, isto é; uma em que

nao se conhece, a priori, o volume do sélido de interesse, pode-se obter uma expressao altamente nao
linear e de dificil manipulagao. Para avaliar se a expressao obtida é coerente, pode-se aplicar os testes
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descritos a seguir.

e Como a expressao do volume é definida em func¢do da altura h, pode-se determinar o volume
quando h for igual a zero. Neste caso, o volume deve ser igual a zero para a altura igual a
zero. Por outro lado, se o tanque em andlise estiver completamente cheio (a altura alcanga o
seu valor maximo), o volume serd méximo. Se o volume do tanque em andlise for um tronco,
quando o mesmo estiver cheio, geralmente, tem-se uma figura geométrica conhecida (cujo volume
é conhecido da geometria espacial). Neste cendrio, pode-se comparar ambos os volumes.

e A expressao do volume encontrada deve ser dimensionalmente coerente, isto é; a mesma deve ter
unidade de volume de ambos os lados. Neste caso, realiza-se a andlise dimensional para verificar
se o modelo encontrado é coerente ou nao. Ressalta-se que se 0 modelo nao for coerente dimen-
sionalmente, o mesmo estd errado (matematicamente e fisicamente). Assim, deve-se revisitar a
metodologia empregada e verificar onde esta o erro.

Finalmente, é importante destacar que ao se aplicar tais testes nao se tem garantia que o modelo
obtido estd correto. Todavia, se todos os testes forem satisfeitos, ¢ um 6timo indicativo de que se esta
no caminho correto para a obtencao do volume da figura geométrica em anélise.

4.4 Estudos de Caso
4.4.1 Tanque Cilindrico

Considere um tanque cilindrico com raio R e altura H conforme a Fig. 23. Sabendo que o volume
do liquido dentro deste tanque (V') varia ao longo do tempo de acordo com a altura h, deseja-se
determinar a expressao para V em funcao de h.

R

| —_

Figura 23: Tanque cilindrico.

Conforme descrito anteriormente, o volume do liquido contido dentro do tanque é funcao, natu-
ralmente, do tempo, visto que em um situagao real, geralmente existe(m) corrente(s) de entrada e/ou
saida de massa do mesmo. Assim, pode-se determinar como o volume varia em funcdo do tempo de
forma implicita, isto é; o volume pode ser expresso como uma fungao da altura genérica h.

Da geometria espacial sabe-se que o volume de um cilindro é dado pelo produto da area da base
pela altura. De acordo com a Fig. 23, a drea da base em questdo é sempre constante (mR?), isto é;
nao varia ao longo do tempo. Neste caso, o volume do liquido dentro do tanque pode ser computado
como:

V =nR%h (137)

Esta relacao apresenta a forma com que o volume de liquido dentro do tanque varia em relagao a
h.

v’ Integracao na dire¢ao do Eixo x - Caso A

Apesar do volume de um cilindro poder ser, facilmente, representado usando a geometria espacial,
pode-se empregar o Método dos Discos para fins de integragao do mesmo. Neste contexto, para fins de
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aplicacao do método em questao, a Fig. 24 apresenta a representacao do cilindro no plano na direcao
do eixo z, em que dz é a altura do i-ésimo cilindro considerado.

y

=Y

Figura 24: Representacdo esquemdtica de um tanque cilindrico projetado no plano na dire¢do do eixo x - Caso
A.

Conforme mencionado anteriormente, o Método dos Discos consiste em somar varios discos cilindri-
cos para aproximar o volume de interesse. Para este estudo de caso observa-se que a area da base
(perpendicular & direcio de escoamento do liquido) é sempre constante e igual a 7R2. Além disso,
como utiliza-se o eixo x como referéncia, a integral deve ser avaliada nesta diregao (sempre no sentido
do eixo de referéncia, isto é; os limites inferior e superior devem, naturalmente, respeitar o sentido
crescente do eixo). Como a base do cilindro estd localizada na origem do eixo x, o valor do limite
inferior é igual a zero. Intuitivamente, o sistema deve ser integrado de forma que todo o liquido seja
contemplado. Assim, deve-se utilizar como limite superior, para este caso, o limite genérico h e nao
a altura total do tanque (H), j& que o objetivo é encontrar o volume do liquido contido dentro do
tanque, e nao o volume total do tanque. E claro que, se o tanque estiver cheio (h = H), ambos os
volumes serao iguais. Matematicamente, tem-se:

h h
V= / Apdr = / TR%dx (138)
0 0
Como 7 e R sdo constantes, obtém-se:
h
V= WRQ/ da (139)
0

cuja solugao é:
V =7R%h (140)

que é a mesma expressao obtida empregando geometria espacial.

v’ Integracao na dire¢ao do Eixo x - Caso B

Para avaliar a influéncia do posicionamento da figura espacial projetada no plano, considere a
representagao descrita na Fig. 25.

Figura 25: Representacdo esquemdtica de um tanque cilindrico projetado no plano na dire¢ao do eixo x - Caso
B.

Nesta figura percebe-se que o tanque cilindrico foi rotacionado em 180° com relagao a Fig. 24.
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Como observado para esta aplicacdo, a area da base permanece inalterada. Ja os limites de integragao
nao sao os mesmos considerados no estudo de caso anterior, isto é; conforme observado na Fig. 25,
em relacao ao eixo de referéncia, o limite inferior é H — h e o limite superior é H. Perceba que a
altura genérica h aparece no limite de integracdo. Assim, apds a integracdo do modelo e posterior
avaliacao dos limites, o volume de liquido dentro do tanque serd uma funcdo da altura genérica h.
Matematicamente pode-se escrever:

H H
V= Apdz = / TR dx (141)
H—h H—h

Como 7 e R sdo constantes, obtém-se:

H
V = 1R? / dx (142)
H—h
cuja solucgao é:
V = nR%h (143)

que é a mesma expressao obtida empregando geometria espacial. Isto demonstra que o posicionamento
da figura (para o angulo de 180°) nao modifica o valor da expressao que representa a variagdo do
volume.

v’ Integracao na direcdo do Eixo y

Nos dois primeiros estudos de caso foi considerado o eixo x como referéncia. Para avaliar a
influéncia na mudanca do eixo, na Fig. 26 o cilindro é posicionado em relacao ao eixo .

R

Figura 26: Representacao esquemdtica de um tanque cilindrico projetado no plano na diregcao do eizo y.

Neste caso, a integracao serd realizada na diregdo crescente do eixo y, j4 que o cilindro estd
posicionado na origem deste eixo. A altura genérica (dy) é definida em relacao a esse eixo, conforme
observado na Fig. 26. Matematicamente, pode-se escrever:

R h
V= / Apdy = / TR2dy (144)
0 0
Como 7 e R sdo constantes, obtém-se:

h
V= 7rR2/ dy (145)
0
cuja solucao é:
V = nR?h (146)

que é a mesma expressao obtida empregando geometria espacial e considerando o eixo x como re-
feréncia. Assim, pode-se escolher qualquer eixo para realizar a integragdao. Todavia, deve-se tomar
bastante cuidado para problemas em que a area da base nao é constante.

Apesar do estudo de caso ser bem simples e poder ser avaliado sem a representacao na forma de uma
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integral, o objetivo aqui foi descrever a aplicabilidade do Método dos Discos considerando diferentes
orientacoes, o que implica na mudanca dos limites de integracdo. A seguir serao apresentadas aplicacoes
mais interessantes para o uso da metodologia descrita.

4.4.2 Tanque Codnico

Considere um tanque no formato conico com altura total H e raio R, conforme ilustrado na Fig. 27(a).
Diferentemente do primeiro estudo de caso, em que a area da secdo transversal ao escoamento era
constante, nesta aplicagao percebe-se claramente que a area da base é dependente do raio r, sendo
este, naturalmente, dependente da altura da coluna de liquido h (e vice versa). Assim, como a altura
é fungao do tempo, implicitamente, o raio r também é funcao do tempo.

y Y E
-l
B C T
H
h
L X
(a) Tanque cénico. (b) Semelhanca  de
triangulos.

Figura 27: Tanque no formato conico.

Da geometria espacial sabe-se que o volume de um cone com altura h é dado por:

1 1
Vi=gAh =V = §7r'r2h (147)

Como o raio genérico r é dependente da altura (ver a Fig. 27(a)), o mesmo nao pode sair de dentro
da integral, pois nao é constante. Neste caso, deve-se explicitar o raio em funcao da coordenada
espacial (altura). Ao se analisar a Fig. 27(a) observa-se que, devido a geometria do estudo de caso,
os tridangulos AABC e AADE sao semelhantes (no minimo existem duas caracteristicas idénticas em
cada um destes triangulos, neste caso os angulos nestas figuras geométricas). Assim, pode-se escrever
uma relacao entre r e h usando as dimensoes do tanque conico, isto é:

r h
R 148
i (148)

A relagao acima indica a forma com que o raio r varia em funcao da altura h. Substituindo a

Eq. (148) na Eq. (147) obtém-se:

2 2
1 (Rh 1 (R,

A Equacao (149) descreve como o volume de liquido dentro de um tanque conico varia em fungao
de uma altura genérica h. Para o caso particular onde h é igual a H, como esperado, o volume reduz-se

N

a.
1
V= §7rR2H (150)

que é a tradicional relacao empregada para computar o volume de um cone cheio.
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v’ Integracao no Eixo x - Caso A

Para aplicar o Método dos Discos considere o eixo x como referéncia, conforme a Fig. 28. Nesta
figura observa-se que a base do cone estd localizada em x = H. Assim, de acordo com a posicdo em
que o liquido se encontra, os limites inferior e superior para integrar o modelo sao dados por zero
e h, respectivamente. Conforme comentado anteriormente, a drea da base é varidvel, visto que r é
dependente de h. Neste caso também deve-se obter a dependéncia do raio em relacao a coordenada
espacial na direcdo de z. Ao se analisar esta figura observa-se que, dentre os limites de integracao
estabelecidos na dire¢ao de z, a o sistema é limitado por uma equacao de reta (projegdo do cone no
plano) que passa pelos pontos coordenados (0,0) e (H,R). A partir destes pontos pode-se determinar
a equacao de reta y = @12+ P2, em que ¢ (coeficiente angular) e ¢o (coeficiente linear) sdo constantes
que devem ser avaliadas considerando os pontos coordenados. Assim, ao substituir cada um destes
pontos na referida equacao de reta tem-se o sistema linear:

Figura 28: Representa¢do esquemdtica de um tanque conico projetado no plano na dire¢do do eizo x - Caso

A.

0= 1(0) + 62 (151)
R = ¢1(H) + ¢2 (152)
cuja solucao é p1=R/H e ¢2=0.

Na pratica, esta equacao de reta representa como o raio r varia em funcao do comprimento z, isto
é; r=(R/H)z. Com esta informagao pode-se escrever a integral:

h e\
v—/ 7rr2dx—>V—/ 7| = | dax (153)
0 0 H

que ao integrar resulta em:

2
1 R

que é a mesma relagao obtida considerando a semelhanca de triangulos.

Para o caso particular onde h ¢é igual a H tem-se o volume de um tanque coénico totalmente
preenchido. Por outro lado, se h for igual a 0, ndo existe liquido dentro do tanque. Assim, a expressao
desenvolvida via integracao é coerente com o esperado do ponto de vista fisico, bem como a mesma é
dimensionalmente coerente.

v’ Integracao no Eixo x - Caso B

Assim como na primeira aplicacao, considere que o cone é disposto conforme a Fig. 29.

Neste caso, os limites de integracdo mudam com relacdo ao caso A. Estes sdo iguaisa H —h e H,
respectivamente (ver a Fig. 29). A equacao de reta agora é decrescente, diferentemente da primeira
aplicacao onde a fungao era crescente. Esta passa pelos pontos (0,R) e (H,0), o que implica que os
parametros ¢1 e ¢o devem ser iguais a -R/H e R, respectivamente.
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Figura 29: Representagdo esquemdtica de um tanque conico projetado no plano na dire¢do do eizo x - Caso
B.

Com esta informacao pode-se escrever a integral:

it 0 B 2
V= mride — V = / | —z+R| dz (155)
H—h a-n \ H

que ao integrar resulta em:

3
T (_BEZR R g (156)

V'=3R H

As Equagoes (154) e (156) representam, pelo menos aparentemente, expressoes diferentes para o
volume. Para avaliar se estes modelos sao diferentes ou nao, os perfis de cada um sao apresentados
na Fig. 30 considerando R=0.5 u.c. (unidade de comprimento) e H=1 u.c. Ao se analisar estes perfis
percebe-se que ambas as expressoes sao idénticas (uma estd simplificada e a outra nao). Além disso,
do ponto de vista fisico, os perfis sdo coerentes, isto é; para h igual a zero, o tanque esta vazio e para
h=H o tanque esta cheio.

e Semelhanca de Tridngulos
0257 O Integracdo

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 30: Comparacao entre diferentes abordagens para a determinacdo do volume de um tanque cénico.

4.4.3 Tanque no Formato de Tronco de Cone

A presente aplicacao considera um tronco de cone com altura maxima igual a H e dreas (base e topo)
com raios iguais R; e Ry, conforme ilustrado na Fig. 31. Nesta aplicacao deseja-se determinar uma
expressao para o volume do tronco de cone em funcao da altura h. Para esta finalidade, na Fig. 31
apresentacao o cone projetado no plano na direcao do eixo .

Assim como apresentado para o problema do tanque no formato coénico, é necessario encontrar a
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Figura 31: Representacdo esquemdtica de wm tanque no formato de tronco de come projetado no plano na
direcao do eixo .

equacao de reta que delimita a funcao no eixo y. Neste caso, a referida equacao passa pelos pontos
coordenados (0,Rz2) e (H,R1). A partir destes pontos pode-se determinar os paradmetros da equagao
de reta (y = ¢12 + ¢2) via resolugdo do seguinte sistema linear:

Ry = ¢1(0) + ¢2 (157)
Ry = ¢1(H) + 2 (158)
cuja solucdo é ¢1 = (R1 — Ra)/H e ¢2 = Ro.

Matematicamente, a integral que caracteriza o volume do tronco em funcao altura considera os
limites inferior e superior iguais a 0 e h (ver a Fig. 31), isto é:

h h 2
Ri— R

V:/ 7rr2dx—>V:7r/ Ry Ry da (159)

0 0 H

que resulta em:
3
™ (R1 — Ra)h TRy H

V= Ry| H— ——— 160
3(R1 — Ry) ( H 2) 3(R1 — Ry) (160)

Esta aplicagao é uma generalizagao do estudo de caso anterior (tanque no formato de um cone).
Assim, ao se considerar Ry igual a R, Ry igual a zero e h igual a H, o volume obtido reduz-se ao
encontrado para o tanque no formato de cone.

4.4.4 Tanque no Formato de Cones Concéntricos

Considere um tanque formado por dois cones concéntricos com altura méxima igual a H e dreas (base)
com raios iguais a R; e Ro, conforme ilustrado na Fig. 32. Sabendo que o cone com raio R; é macico,
isto é; nao existe liquido dentro do mesmo, determine o volume do liquido contido entre estes dois
cones em fungao da altura genérica h.

Figura 32: Representacdo esquemdtica de um tanque no formato de cones concéntricos projetado no plano na
direcao do eixo x.

Para determinar o volume pode-se utilizar diferentes estratégias. Aqui serd considera uma das
mais simples, em que realiza-se a diferenca entre os volumes contidos no cone maior (com raio Rs) e
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menor (com raio R;). Do ponto de vista matematico, esta estratégia ¢ descrita como:

h h h
V= / Trade — / mride — V = 7r/ (7’% - r%)dm (161)
0 0 0

Para avaliar esta integral faz-se necesséario identificar as equacoes de reta r; e ro em funcao da
coordenada espacial x. Para essa finalidade, a equacdo de reta referente a funcao r; passa pelos
pontos (0,0) e (H,R;). J4 a equacao de reta ro passa pelos pontos (0,0) e (H,R3). Neste caso, as
expressoes para estas equagoes sao apresentadas a seguir:

R

r = ﬁlx (162)
R

ro = sz (163)

Substituindo estas informagoes na Eq. (161) obtém-se:

h (R 2 R 2
V:ﬂ'/o <<H$> - (Hx> >d1‘ (164)

que resulta na seguinte expressao:

m [ R2 R?
V=3 <sz - le>h3 (165)

A expressdo acima diz que o volume contido entre dois cones considerando uma mesma altura h é
dada pela diferengas dos volumes individuais.

4.4.5 Tanque no Formato de Calota Esférica

Considere um liquido contido em uma calota esférica delimitada por uma esfera de raio R, conforme
ilustrado na Fig. 33. Determine o volume do liquido contido nesta calota em fungao da altura genérica

h.
y

Figura 33: Representacao esquemdtica de um tanque no formato de calota esférica projetado mo plano na
direcao do eixo x.

Para esta aplicagao, os limites inferior e superior da integral que define o volume sao dados res-
pectivamente por R — h e R. Assim, similarmente aos estudos de caso anteriores tem-se que:

R
V= / nridx (166)
R—h

Neste caso, r é uma funcao que delimita a amplitude de integracao na direcao de y. Por se tratar
de uma esfera, a sua proje¢ao no plano resulta em uma circunferéncia com centro no ponto (0,0) e
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raio R. Assim, esta funcao é descrita pela seguinte equagao (circunferéncia):
R? = (z—0)*+ (y—0)? (167)

com centro da circunferéncia no ponto (0,0).

Como o raio da circunferéncia esta na direcao do eixo y, r representa a integracao nesta diregao.
Assim:

r’ = R? —2? (168)

Substituindo a Eq. (168) na Eq. (166) obtém-se:

V= /Rhw(RQ - x2) dx (169)

que resulta na seguinte expressao:

B R3 (R—h)?
V—W<R2h 3+3> (170)

Para avaliar se o modelo acima é coerente, se h for igual a R, o volume acima reduz-se ao volume
da metade de uma esfera (2rR3/3). Além disso, se h for igual a 0, o volume também serd igual a 0.
Estes resultados demonstram que o modelo desenvolvido é coerente com o esperado fisicamente.

4.5 Consideragoes Finais

A partir dos exemplos apresentados pode-se concluir que a expressao final para o volume, para cada
geometria, é fungao do integrando e dos limites de integragao. Independente do eixo considerado para
definir a diregao de integragao, o modelo final sempre serd o mesmo. Ao se inverter a figura para fins de
integragao, pode-se alterar o integrando e/ou os limites de integragao. Neste caso, ao se escolher como
a figura serd representada no plano, pode-se facilitar a integragao, mas dificultando a avaliagdo dos
limites de integracao e vice-versa. Finalmente, enfatiza-se que, a depender da geometria em andlise,
pode nao ser vidvel a aplicagdo de abordagens fundamentadas na geometria espacial, o que implica,
necessariamente, na utilizacao de alguma ferramenta de integracao para esta finalidade.

4.6 Atividades

Questao 1) Qual o volume da figura a seguir?.

VA
e
R 1]
_h

A

0 X

Figura 34: Representa¢io esquemdtica de um tanque no formato de tronco de calota esférica projetado no
plano na direcao do eixo y.

Questao 2) A Figura 35 apresenta a projecao no plano de um tanque com base quadrada. Neste sao
conhecidas a diagonal (D) em relacao a base do tanque e o angulo 8 que define 0 mesmo. A partir
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destas informagoes determine o volume do tanque em fungao da altura genérica h.

y h

-

Lado do Y
Quadrado™ X

Figura 35: Projecao no plano de um tanque com base quadrada.

Questao 3) Considere o volume de um tanque gerado pela rotacao da fungao (y) definida na Fig. 36
em relagao ao eixo x.

A

X

Figura 36: Funcao que, ao ser girada em torno do eixo x, define o volume de interesse.

Sabendo que a referida funcao passa pelos pontos A, B e C, que a mesma pode ser representada por
y = ax® + bexp(cz) (onde a, b e ¢ sdo constantes e = e y representam os eixos coordenados espaciais),
e que, apés a rotacao, o tanque estd com liquido contido em uma posicao genérica que vai de 0 até
uma altura genérica h, i) determine as unidades de a, b e ¢ para que o modelo seja dimensionalmente
consistente? Justifique a sua resposta e i) apresente uma metodologia para estimar as constantes
neste modelo? Apenas apresente a idéia, ndo precisa obter os valores.

Questao 4) Considere uma esfera com raio R no qual deseja-se calcular o volume V' de uma calota em
fungao da altura h conforme a Fig. 37.

VA h

R

-
=V

Figura 37: Representa¢do esquemdtica do tanque em andlise (projecao da esfera no plano).

A partir do que foi apresentado determine:

e 0 volume do liquido dentro do tanque em funcao da altura. Apresente todos os passos empre-
gados para essa finalidade;
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e a consisténcia dimensional do referido modelo. Apresente todos os passos empregados para essa
finalidade.

Questao 5) Considere um tanque no formato de uma piramide cuja base é um pentigono regular,
conforme ilustrado em termos da projegao no plano (Fig. 39(a)) e do pentdgono (Fig. 39(b)). Sabendo
que L e hy representam o lado e um comprimento caracteristico da base do pentdgono, e que a altura
da piramide é H, determine o volume do tronco em funcao da altura genérica h e das dimensoes L e
H.

A
Y h
hy, L L

y
% / I
L
< 7 -
(a) Proje¢do no plano (b) Base regular

Figura 38: Representacdao esquemdtica de uma piramide cuja base é um pentdgono reqular.

Questao 6) Determine o modelo matemético para o volume do tanque dado na Fig. 40 em funcao de
uma altura genérica h (o liquido esta entre x igual a zero e a altura genérica h) sabendo que R é o
raio da base (que representa a metade de uma esfera) e H é o comprimento da parte cilindrica (que
representa um cilindro).

-
\_

R H

Figura 39: Projecdo do tanque de interesse (metade de uma esfera + cilindro).
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5 Modelagem e Simulagao de Sistemas Concentrados

A modelagem matematica de sistemas de interesse em engenharia sao fundamentados na aplicagao
das leis fundamentais de conservacao de massa, energia e quantidade de movimento, associados ao
uso de equagoes constitutivas/empiricas e basicas (relagoes mateméticas entre as varidveis do sistema
de interesse). Esta secao é dedicada a apresentacao de aspectos bésicos relacionados a modelagem de
sistemas de engenharia no contexto de transferéncia de massa e energia.

5.1 Conservagao de Massa

Intuitivamente, a lei de conservacao de massa pode ser formulada como segue: “a quantidade total de
massa da espécie ¢ contida no volume de controle no instante ¢t + At deve ser igual a quantidade total
de massa da espécie ¢ contida no volume de controle no instante ¢t mais a quantidade total de massa da
espécie i que entra no volume de controle durante o intervalo de tempo At menos a quantidade total
de massa da espécie i que sai do volume de controle no mesmo intervalo de tempo mais a quantidade
de massa da espécie i que é transformada via reagao(6es) quimica(s) no intervalo de tempo At”, isto

7

e:

massa massa massa massa
presente = presente + | entrano — sai no + (171)
no sistema A no sistema . sistema At sistema At
1 2 3 4
massa
+ | transformada
no sistema At
vV
5

e Os itens 1 e 2 dizem respeito a massa da espécie i nos intervalos de tempo t + At e At, respec-
tivamente. Desse modo, estes dois termos tem unidades de massa.

e Ositens 3 e 4 representam a quantidade massa (referente a espécie i) que entra e sai do sistema de
controle no intervalo de tempo At. E importante ressaltar que, em termos praticos, a massa que
entra ou sai de um sistema é, geralmente, é na forma de vazao, seja méssica (massa por tempo),
volumétrica (volume por tempo), entre outras. Neste caso, estes termos podem ter unidades
diferentes de massa, isto é; se for vazao volumétrica, a unidade deste termo serd volume por
unidade de tempo. Assim, para que o modelo tenha consisténcia dimensional, isto é; tenha
unidade de massa, é necessario que o mesmo seja corrigido.

e O item 5 diz respeito a quantidade de massa da espécie i que é transformada (produzida ou
consumida) no intervalo de tempo At. Esse termo deve levar em consideragao a taxa da reagao.
Assim, como esta tem como unidades mol transformado por unidade de volume por unidade de
tempo (sistema homogéneo), este termo também deve ser corrigido.

A idéia apresentada para o desenvolvimento de um balango de massa (por espécie) é baseada no
uso da massa da espécie ¢. Todavia, em se tratando de sistemas reacionais, sabe-se que a expressao
para da taxa de reacao é funcao da concentracao das espécies. Neste cendrio, é conveniente que o
balanco de massa por espécie também seja escrito, nao em termos de massa, mas sim de concentracao.
Assim, a partir das defini¢oes de concentragao molar para a espécie i (C;) e de peso molecular para a
espécie i (PM;):

(172)

PM; = —* (173)
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pode-se obter uma relagao que envolve a massa e a concentragao para a espécie i:
m; = CZVP]\JZ (174)
Finalmente, o tltimo passo para a caracterizacao do balango de massa para a espécie ¢ é a obtencao

do termo referente a(s) contribuigao(oes) da(s) reagao(6es) quimica(s). Definindo o termo de geragao
(ou consumo) da espécie i (G;) por reacao quimica como:

onde 1; é a taxa de reagao para a espécie i. A taxa da reacao global (r) geralmente é expressa em
termos do produtério das concentragoes de espécies presentes no sistema.

Pela estequiometria sabe-se que:
T = Q;r (176)

onde «; é o coeficiente estequiométrico da espécie i (a; >0 para produtos e a; <0 para reagentes). E
justamente o sinal do coeficiente estequiométrico que informa se a espécie i estd sendo consumida ou
produzida. Assim, para um sistema com n reacoes tém-se:

n
Gi=) 1V (177)
j=1
Reunindo todas estas informagoes na Eq. (335) e considerando que as vazoes sao méssicas, obtém-se
o balanco de massa para a espécie i:

My (t4-At) = Mi(t) + mi(entr(z em At)At - mi(sai em At) At + mgi(At) At (178)

[ l ] }[tempd[
mo [massa

massa massa

tempo

assa| = assa
pmasa] = fmasal + | e

] [tempo] + (179)

— } [tempo]

tempo
onde mgy; é a massa da espécie ¢ consumida ou produzida via reacao quimica.
Reorganizando esta equagao:

My (t+At) — Ti(1) . .
At = Myi(entra em At) — Mi(sai em At) + mgi(At) (180)

Substituindo a massa por concentragao resulta em:

VPM,; (Ci(t—i-At) - Ci(t)>
At

= CiVPMi(entra em sty — CiVPMi(sai em ary + GiPMiag (181)

Aplicando limite quando At tende a zero de ambos os lados e realizando as simplificagoes perti-
nentes (PM; é constante e V' é a prépria definigao de vazao volumétrica (F')), obtém-se a equagao
geral para o balango de massa para a espécie i:

a(c;v

(dzt) = CicF. — CisFs + ayrV (182)
onde os subscritos e e s sao referentes a entrada e saida do sistema, respectivamente. E importante
ressaltar que, para um sistema com mistura perfeita, nao tem porque C; dentro do reator ser diferente
de Cjs na saida do reator. Assim, o subscrito s serd omitido para a concentragao da i-ésima espécie.
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E importante ressaltar que o balanco de massa por espécie também pode ser escrito em termos de
massa da espécie. O tnico objetivo em se escrever esse balanco em termos de concentracao é trabalhar
com as taxas de reacao também em termos de concentracao.

Para o desenvolvimento do balanco de massa global, deve ser ressaltado que o termo de reacao
quimica (item 5) é nulo, pois no balango de massa global é considerado a massa de forma global e nao
de forma individual (por espécie). Do ponto de vista pratico isto implica que no balango de massa
global nao importa as transformacoes em niveis individuais, mas sim a massa como um todo. Desta
forma, a Eq. (5.1) torna-se:

M+At) = M + m(entra em At) At — m(sai em At) At (183)
massa massa
[massa] = [massa] + : [tempo] — [tempo]
empo tempo
onde m é a massa do sistema como um todo.
Reorganizando a equacao acima:
MrAr) — My . .
% = M(entra em At) — M(sai em At) (184)

Aplicando limite quando At tende a zero de ambos os lados obtém-se a equacdo geral para o
balanco de massa sem reagao:

dm . .
ﬁ = M(entra em At) — M(sai em At) (185)

onde os termos m(emm em At) © m(sm- em At) Tepresentam as massas que entram e saem do sistema,
respectivamente.

E importante ressaltar que, apesar dos balancos de massa global e por componente terem sido
desenvolvidos para uma unica entrada e uma Unica saida, 0s mesmos podem ser facilmente estendidos
para multiplas entradas e miltiplas saidas. Isto € feito inserindo-se wm somatorio nos termos referentes
as entradas e saidas de massa do sistema, respectivamente.

5.1.1 Modelagem de um Tanque Cilindrico

Considere um tanque cilindrico que contém um liquido nao volatil conforme apresentado na Fig. 41.

Figura 40: Tanque cilindrico.

Sabendo que o tanque tem altura inicial igual a ho, que R e H representam o raio e a altura do
cilindro, e que F, e F; sao as vazoes, onde os subscritos e e s dizem respeito a entrada e saida de
massa no sistema, determine o modelo matematico que representa a variagao da altura da coluna de
liquido (h) em funcao do tempo para cada um dos estudos de caso a seguir:
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e Caso A: F, e Fs sao constantes e dadas em unidades de massa/tempo:

Nesta aplicagao deseja-se obter a forma como a altura do liquido (k) dentro do tanque varia com o
tempo. Primeiramente, é importante observar que nao existe reacao quimica acontecendo dentro
do tanque (nao foi dada essa informacao, por isso nao serd considerado) e nao foram definidas
espécies dentro do tanque. Assim, a altura deverd ser determinada a partir das informacoes
fornecidas pelo balango de massa global conforme a Eq. (187):

dm . .
E = M(entra em At) — M(sai em At) (186)

onde os termos M(entra em At) € M(sai em A¢) TEPIESENtam as massas que entram e saem do sistema,
que neste caso sdo dadas por F, e F§, respectivamente. Como deseja-se obter a altura em fungao
do tempo, deve-se explicitar a massa como uma funcao da altura. Isto pode ser feito a partir da
relagao entre volume (V') e massa (m) com o uso da definigao da densidade (p):

p= v (187)

Como o enunciado do problema néao disse nada a respeito da densidade, a mesma serd considerada
constante (propriedade fisica constante).

Para o problema em questao, o volume de liquido dentro do tanque é dado pelo produto da area
da base (A que é constante conforme observado na Fig. 41) vezes a altura h:

V =Ah —V =1R%h (188)

Assim, a massa do liquido dentro do tanque é dada por m = pV = pmR?h. Substituindo tais
informacoes na Eq. (187), obtém-se:

d(pmR?h)

=F, —F; 1
o (189)

Como p, m e R sao constantes, estes podem sair de dentro do operador diferencial. Assim, o
modelo para o estudo de caso A é dado por:

dh  F,—F,
M _ L2 4o 190
i~ Rz U7 (190)

1(0) = he (191)

Finalmente, o tltimo passo para a caracterizacao do modelo desenvolvido é a obtengao do F.
FEm se tratando da simulagao de modelos, conforme definido anteriormente, o F representa o
balanco de informacdes do problema, isto €; este relaciona o nimero de equagtes com as varidveis
(dependentes e independentes) e com os parametros de forma que o mesmo possa ser simulado.
Para o modelo dado pela Eq. (191) as varidveis/parametros sao: h, t, Fo, Fs, m, R, p e ho.
Assim, como a varidvel independente nao entra na contagem, o F é igual a 6 (7 incégnitas e 1
equagao).

e Caso B: F, e Fs sao constantes e dadas em unidades de volume/tempo:

Diferentemente do primeiro estudo de caso, em que as vazoes de entrada e saida de massa eram
massicas, nesta aplicagdo considera-se que as mesmas sao volumétricas. Neste caso, o balango
de massa para este sistema é dado por

dm . .
E = M(entra em At) — M(sai em At) (192)

onde os termos M(entra em At) € m( sai em At) T€presentam as massas que entram e saem do sistema
na forma de vazoes volumétricas. Como o objetivo é o mesmo, a expressao para a massa em
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funcgao da altura também é a mesma (considerando a densidade constante):

V =Ah -V =1R*h (193)

Assim, a massa do liquido dentro do tanque é dada por m = pV = pmR?h. Substituindo tais
informagoes na Eq. (193), obtém-se:

2
d(pthh) = peke — psFs (194)
t
E importante ressaltar que, para corrigir a dimensao do modelo, j4 que as vazoes sao vo-
lumétricas, é necessario corrigir usando a densidade na entrada (p.) e na saida (ps). Se ad-
mitirmos a hip6tese de mistura perfeita, nao tem porque a densidade na saida (ps) ser diferente
da densidade dentro do tanque. Assim, ps = p. = p. Além disso, como 7 e R sdo constantes, o
modelo para a variacao da altura em funcao do tempo para este estudo de caso é dado por:

dh  F,—F,

dt ~  nR?2
h(0) = he (196)

t>0 (195)

Para este caso, o F é igual a 5 (6 incégnitas (h, Fe, Fs, m, R e ho) e 1 equagao).

Caso C: F, é constante e F; é SVh (em que B é uma constante e h é a altura do liquido dentro
do tanque) e que ambas sao dadas em unidades de volume/tempo:

Para este estudo de caso, considerando a hipdtese de mistura perfeita e que as propriedades
fisicas sao constantes, o modelo é dado por:

dh  F.—BvVh
i Y g 1
dt Rz 7 0 (197)

h(0) = he (198)

J& para esta aplicagao as incégnitas/parametros sao h, t, Fe, 3, m, R e ho. Assim, o F é igual a
5 (6 incognitas e 1 equagdo).

Caso D: F, é constante (massa/tempo) e Fi é v/h (volume/tempo) e que a densidade dentro
do tanque é dada por p = fi(t) e na saida a densidade é fungao do tempo (ps = fa(t)):

Para esta aplicacdo, considerando a 4rea A (secdo transversal constante = 7 R?) e mistura perfeita
(ps = p), e que somente a vazao de saida Fs (volumétrica) deve ser corrigida pela densidade, o
balanco de massa (global) é dado por:

d(ph)

WRQT =F, — p,F, (199)

Como p e h sao fungdes do tempo, deve ser aplicado a regra da cadeia (produto), isto é:

dp  dh F,— p,F,
h=L — == = 200
i P TR? (200)

Sabendo que p = f1(t), ps = fa(t) e que Fy, = v/h, o balanco de massa pode ser escrito como:

dfr dh _ F,— fo8Vh
o Y g T T R (201)
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Organizando esta equacao:

Fe— foBvVh _ dfi

% S % >0 (202)
1
h(0) = he (203)

Para esta aplicacao, o F s6 podera ser avaliado se conhecermos o formato das funcoes fi e fo.
Por exemplo, f; é uma reta ou uma equacao do segundo grau? O mesmo pode ser dito sobre a
funcao fo.

Por exemplo, se fi=at + b (com a e b constantes) e fo=ct + d (com ¢ e d constantes) o modelo
acima é dado por:

E, —(ct+d)BvVh

— ha
dh TR2
— = t>0 204
dt at+b L2 (204)
h(0) = he (205)

Assim, as incégnitas/parametros sao: h, a, b, ¢, d, Fe, 3, m, R e ho. Assim, o F é igual a 9.

5.1.2 Modelagem de um Tanque Coénico

Considere um cone de raio R e altura H que contém um liquido nao volatil conforme apresentado na
Fig. 42. Sabendo que o tanque tem altura inicial igual a h, e que F, e F sao as vazoes volumétricas da
entrada e saida de massa no sistema, respectivamente, determine o modelo matematico que representa
a variacao da altura da coluna de liquido (h) em funcao do tempo.

Figura 41: Tanque conico.

Diferentemente da aplicagdo anterior, na Fig. 42 observa-se que para cada instante de tempo, a
altura do liquido contido no tanque varia. Assim, como a altura é fungéao do tempo, o raio também
varia e, consequentemente, a area da secao transversal também varia com o tempo. Neste caso, para
avaliar o volume do liquido contido no tanque, ambas a altura e o raio dependem do tempo. Em
resumo, deve-se saber como h e r dependem do tempo. Isto pode ser feito estabelecendo-se uma
relacdo entre o raio e a altura. Para essa finalidade, considere o cone projetado no plano, conforme
apresentado na Fig. 43.

Nesta figura observa-se claramente que existem dois tridngulos semelhantes, isto é; os tridngulos
ABC e ADE sao semelhantes. Assim, pode-se escrever a seguinte relagao:

r h
- 2
R H (206)
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A

Figura 42: Cone projetado no plano.

A partir desta relagdo percebe-se que:

R
= —h 2
r (207)

Neste caso, o volume do liquido dentro do cone é dado por:

2
nr2h T R 3

Considerando propriedades fisicas constantes (ps = p. = p), 0 modelo para a variagdo da altura
em funcao do tempo para este estudo de caso é dado por:

2

m( R\ dh®

e —, = eFe_ st 2
p3<H> il p (209)

R 2 dh

i

| = | 3K = p F, — psFs 21
”3(1{)3 a " P (210)

Avaliando o termo dentro do operador diferencial, simplificando as densidades (ps = pe = p) e
organizando os termos obtém-se:

h F.—F;
n _ 1> 0 (211)
h(0) = heo (212)

Para esta aplicagao, o F é igual a 6 (h, F,, Fs, m, R, H e h, menos uma equagao).

5.1.3 Modelagem de um Tanque com Reagao Quimica

Seja um tanque cilindrico de raio R e altura H onde acontece uma reagdo A — B de primeira ordem
e com constante cinética k. Adotando a hipdtese de mistura perfeita (as propriedades dentro do
reator sao dependentes apenas do tempo e nao da posigao), e sabendo que o sistema opera de forma
isotérmica, que F, (constante) e F, (8vh) sio as vazdes (volumétricas) de entrada (subscrito e) e
saida do tanque (subscrito s), respectivamente, e que as propriedades fisicas podem ser consideradas
constantes, objetiva-se determinar o modelo matematico que representa a altura da coluna de liquido
(h) em fungao do tempo e os balangos de massa para os componentes A e B. No inicio da operacdo o
tanque tem altura ho e as concentragoes iniciais de A e B sao iguais a C'4, € Cp,, respectivamente.
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Em primeiro lugar, do balango de massa global tém-se que:

dm

dat peFe — psEs (213)

onde m é massa no reator. A partir da defini¢do da densidade, tem-se que m = pV, onde V é o volume
do sistema de controle. Substituindo essa informagao na Eq. (239) obtém-se:

d(pV)
dt

= peF. — psF, (214)

Como a densidade é constante, isto é; p = p. = ps, 0 balango de massa torna-se:

av
Y _F_F, 21
= (215)

A Equacao (241) representa a variagdo do volume em fungao do tempo. Para avaliar a altura,
pode-se explicitar o volume em funcdo da mesma, isto é; V = mR?h (j4 que o raio R é constante).
Assim, tem-se a variacao da altura em funcao do tempo:

dh F.—F,
_ 21

i~ e 70 (216)

h(0) = he (217)

A proxima etapa é o desenvolvimento de balancgos de massa para os componentes A e B. Conforme
apresentado anteriormente, o balanco de massa para o componente A é dado por:
d(CAV
(d"‘t) — F.Cpe — FyCpy — kCAV (218)
onde C4 é concentracdo do componente A no reator, Cy. € C4s sd0 as concentracoes de entrada e
saida do componente A no reator. Como foi adotado a hipdétese de mistura perfeita, implica que o
subscrito s, para as variaveis dependentes C'4 e Cp, pode ser negligenciado na Eq. (250):

d(CaV)

7 =F.Cype — FsCy — kC4V (219)

Como o volume ¢ fungao da altura, e por consequéncia do tempo, tém-se:

V%#—CA%:FECAG—FSCA—]CCAV (220)

Substituindo a informacao referente ao volume do lado esquerdo do Eq. (252) e do balango de
massa global (Eq. (241)), o balango de massa para o componente A é:

vd% + CA(F. — Fy) = F.Cpo — F,Cy — kCAV (221)

ou reorganizando:

dCs  Fe(Cae —Ca)
I v kCys, t>0 (222)

Ca(0) = Cyo (223)
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Analogamente, pode-se escrever o balanco de massa para o componente B:

= k t 224
7 v + kC'a, >0 (224)

Cp(0) = Cpo (225)

Resumidamente, o modelo matematico que contempla o conjunto de hipdteses definidas é cons-
tituido pelas seguintes equagoes

dh F.— F, B
E = Tfiz, h(O) = ho (226&)
F. —
dCa _ FelCae=Ca) _yo ' 04(0) = Cne (226D)
dt Vv
Fe e
dCp _ Fe(Cpe — Cp) +kCa, Cp(0)=Cho (226¢)
dt Vv
V =1R*h (226d)
F,=pVh (226¢)

Assim, o modelo apresenta as seguintes varidveis/parametros: h, C4, Cp, Fe, Fs, m, R, C4e, CBe,
k,V, B, ho, Cao € Cpo, € cinco equagoes, o que implica que F é igual a 10. Para fins de simulacao,
devem ser informados os valores para Fe, m, R, C4c, Cpe, k, 8, ho, Cao € Cho, ja que h, C'4, Cp sao
as varidveis dependentes, t é a varidvel independente, e existem relacoes para Fy e para V.

Alternativamente, as expressoes para V e Fy poderiam ser substituidas no modelo acima. Neste
caso, o numero de equagdes seria reduzido para trés (balangos para h, C4 e Cp) e o nimero de
incégnitas/parametros também seria reduzido para treze (h, Ca, Cp, Fe, m, R, Cae, Cge, k, B, ho,
Cao € Cpo). Assim, o valor do F continuaria sendo igual a 10. Finalmente, ressalta-se que a andlise
do nimero de graus de liberdade deve ser realizada para o sistema como um todo e NAO para cada
equacao em separado!.

5.1.4 Modelagem de um Tanque em Forma de Tronco de Cone

Considere um tanque em formato de tronco de cone que contém um liquido nao volatil conforme
apresentado na Fig. 44. Sabendo que R; e Ry representam os raios da base e do topo, respectivamente,
H é a altura, e F, (constante) e F, (8v/h) sio as vazdes (volumétricas) de entrada (subscrito e) e saida
do tanque (subscrito s), respectivamente, determine o modelo matemético que representa a altura da
coluna de liquido (h) em fungao do tempo sabendo que as densidades (p;, i = e, s) sdo consideradas
constantes e que no inicio de operagao o tanque tem altura h,.

Fe |

Figura 43: Tanque em formato de tronco de cone.
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Do balanco de massa para o problema sem reagao quimica tém-se que:

dm

E = peke — psFs (227)
onde m é massa no tanque no instante de tempo t. A partir da definicdo da densidade, tem-se que
m = pV, onde V é o volume do sistema de controle. Substituindo essa informagao na Eq. (228)

obtém-se:

d(pV)
dt

_pF—pF, (229)

Como a densidade é constante, isto é; p = p. = ps, 0 balango de massa se torna

dv
— =F.—F, 22
p (229)

Neste caso, pela figura observa-se que a area da secao transversal ao escoamento nao é constante,
isto é; é funcdo da altura h, e, por consequéncia, é funcao do tempo t. Assim, deve-se calcular o
volume do tronco de cone referente a uma altura h genérica.

A Figura 45 apresenta a segdo do tronco de cone projetado no plano para fins de obtengao do
volume.

Figura 44: Representacao esquemdtica para o cdlculo do volume do tronco de cone.

Seja um elemento de volume com altura infinitesimal dx conforme apresentado na Fig. 45. Se dx
tender a zero, o volume deste elemento de controle se aproxima do volume de um cilindro (Viindro),
isto é:

‘/cilindro = 7Ty2dx (230)

onde y representa um raio genérico.

Assim, o volume do tronco de cone é obtido através do somatério dos volumes dos cilindros que
compoem o dominio de interesse, isto é; de H — h até H (ver a Fig. 45). Matematicamente, esta soma
é representada pela seguinte integral:

H
V;fronco cone — / 7Ty2dl‘ (231)
H—h

Para o computo desta integral faz-se necessario obter a forma como o raio y varia em relagdo a x.
Revisitando a Fig. 45 observa-se que y é uma equacao de reta definida pelos pontos coordenados (0,
Ry) e (H, Ry). Portanto, se for encontrada a equagao de reta que passa por estes pontos, obtém-se
y(x). Assim, definindo uma equagao de reta genérica y = Ax + B, onde A e B s@o as constantes que
definem a reta, pode-se facilmente obter esta equacao que passa pelos pontos coordenados (0, Rg) e
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(H, Ry) através da resolucao do seguinte sistema linear:

Ry =A(0)+B paraz=0ey= Ry (232)
Ri=AH)+B parazx=Hey=R;
. : , Ry — R : : . .
A solugao deste sistema é A = — B = Ry. Assim, a integral a ser avaliada tem a seguinte
forma:
H
Vironco cone = / W(ACU + B)2d$ (233)
H—h
cuja solucgao é:
(Ri — Ry)(H — h) ’
7T « 1 —_— 2 —_
V’ronco cone = 57 D\ RSH - R H 234
t 3(R1 _ RQ) ( 1 ( H + 2) ) ( )

E importante ressaltar que se R; for zero, o tronco torna-se um cone e a relagdo acima torna-se o
préprio volume de um cone com altura H e raio Rs.

Finalmente, substituindo-se o volume do tronco de cone dado pela Eq. (235) na Eq. (230) obtém-se
como a altura h é funcao do tempo t:

2
(R1 — Ra)(H — h) dh

— =F,—F 2

7T( I + Ry 0t (235)
ou reorganizando:
dh F, — F;

B 2
7 5, >0 (236)
h(0) = he (237)

Qual é o namero de graus de liberdade deste sistema?

5.1.5 Modelagem de um Tanque em Forma de Calota Esférica com Reagao

Seja uma calota esférica definida a partir de uma esfera de raio R onde acontece uma reacdo A — B
de primeira ordem e com constante cinética k, conforme apresentado na Fig. 46. Adotando a hipotese
de mistura perfeita (as propriedades dentro do reator sao dependentes apenas do tempo e nao da
posicdo), e sabendo que o sistema opera de forma isotérmica, que F,. (constante) e Fy (3v'h) sio
as vazoes (volumétricas) de entrada (subscrito e) e saida do tanque (subscrito s), respectivamente,
e que as propriedades fisicas podem ser consideradas constantes, objetiva-se determinar o modelo
matematico que representa a altura da coluna de liquido (h) em funcdo do tempo e os balangos de
massa para os componentes A e B. No inicio da operagao o tanque tem altura h, e as concentracoes
iniciais de A e B sao iguais a C4, e Cp,, respectivamente.

Em primeiro lugar, do balango de massa global tém-se que:

dm
Y, = eFe - st 2
praials p (238)

onde m é massa no reator. A partir da definicao da densidade, tem-se que m = pV, onde V é o volume
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Figura 45: Tanque em formato de calota esférica.

do sistema de controle. Substituindo essa informagao na Eq. (239) obtém-se:

d(pV)
dt

— poFy — poF (239)

Como a densidade é constante, isto é; p = p. = ps, 0 balango de massa torna-se:

v
Y _F_F, 240
— (240)

Pela Figura 46 observa-se que a area da segao transversal ao escoamento nao é constante, isto é;
é funcao da altura h, e, por consequéncia, é funcao do tempo ¢t. Assim, deve-se calcular o volume da
calota esférica referente a uma altura h genérica.

A Figura 47 apresenta a secdo da calota esférica projetada no plano para fins de obtengdo do
volume.

N

R

Figura 46: Representacao esquemdtica para o cdlculo do volume da calota esférica.

Seja um elemento de volume com altura infinitesimal dx conforme apresentado na Fig. 47. Se dx
tender a zero, o volume deste elemento de controle se aproxima do volume de um cilindro (Vindro):

V;:ilindro = 7Ty2d£C (241)

onde y (0 <y < R) representa um raio genérico.

Assim, o volume da calota é obtida através do somatério dos volumes dos cilindros que compoem o
dominio de interesse, isto é; de R—h até R (ver Fig. 47). Matematicamente, esta soma é representada
pela seguinte integral:

R
chalota = / 773/2 dx (242)
R—h

Para o computo desta integral é necessario obter a forma como o raio genérico y varia em relacao
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a x. Geometricamente, observa-se que a relacdo entre x e y é obtida via aplicagdo do Teorema de
Pitégoras, isto é; 22 + y? = R? (ver Fig. 47).

Avaliando-se a integral, o volume da calota é dado por:
R
Vealota = 7T/ R2 — IL‘le' (243)
R—h

cuja solugao é:

Vealota = — + 7R*h (244)

Finalmente, substituindo-se o volume da calota dado pela Eq. (245) na Eq. (241) obtém-se a forma
com que a altura h é funcao do tempo:

2 dh
(—7r<R - h) + 7R} = F. ~ F, (245)
ou reorganizando:
F,—F,
% = 5 , t>0 (246)
—F(R - h) + R
h(0) = he (247)

A préxima etapa é o desenvolvimento de balangos de massa para os componentes A e B. Conforme
apresentado anteriormente, o balanco de massa para o componente A é dado por:

d(CLV)

i =F.Cype — FsCps — kC4V (248)

onde C4 é concentragao do componente A no reator, Cs. e C4s sd0 as concentracoes de entrada e
saida do componente A no reator. Como foi adotado a hipétese de mistura perfeita, implica que o
subscrito s, para as varidveis dependentes C4 e Cpg, pode ser negligenciado na Eq. (250):

d(CAV)

7 =F.Cpe — FsCyq — kC4V (249)

Como o volume é fungédo da altura, e por consequéncia do tempo, tém-se:

d d
V%—FCA?‘::FeCAe—FSCA—kCAV (250)

Substituindo a informacao referente ao volume do lado esquerdo do Eq. (252) e do balango de
massa global (Eq. (241)), o balango de massa para o componente A é:

v% b Cu(Fy — F)) = FuCo — FuCa — kCaV (251)

ou reorganizando:

dCA I e(CAe CA)

Ca(0) = Cuo (253)
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Analogamente, pode-se escrever o balanco de massa para o componente B:

= k t 254
7 v +kCy, t>0 (254)

Cp(0) = Cpo (255)

Resumidamente, o modelo matematico que contempla o conjunto de hipdteses definidas é cons-
tituido pelas seguintes equagoes

% = e f . h(0) = he (256a)
—T (R - h> + nR?
F —
dCa _ Fe(Cae=Ca) _yo 04(0) = Cne (256b)
dt %
dCp _ F.(Cpe — CB) 4+ kCa, Cp(0) = Cge (256¢)
dt %
W(RS —(R— h)3>
V= 3 + 7R%h (256d)
F,=pBVh (256¢)

Qual é o numero de graus de liberdade deste sistema?

5.1.6 Modelagem de um Reator Biolégico

O reator bioquimico é uma operagao unitaria de grande importancia devido a ampla variedade de
processos biotecnolégicos que podem ser encontrados nas industrias de transformacao. Estes foram
desenvolvidos a partir das descobertas de Louis Pasteur, que estudou o crescimento de células vivas
ou microorganismos em um meio preparado de bactérias e leveduras. As pequenas culturas foram,
originalmente, realizadas em pratos que nao poderiam criar quantidades apreciaveis de produtos de
fermentacao. Para que estes produtos pudessem ser produzidos em grandes volumes foi necessario
desenvolver um equipamento especifico para essa finalidade, isto é; os biorreatores. Os primeiros
biorreatores datam de 1900 e cultivam alguns litros de células e meios. Atualmente, este tipo de
reator é empregado para produzir um grande ntmero de produtos intermedidrios e finais, incluindo
medicamentos (antibiéticos, vacinas, entre outros) (Jana, 2011).

De forma simples, o reator biolégico pode ser definido como um tanque no qual varias reacoes
bioldgicas ocorrem simultaneamente em meio liquido. No biorreator, o processo de fermentagao é
comumente realizado com o substrato, na presenca de outros nutrientes no meio, pela agao de mi-
crorganismos, em condicoes bioldgicas étimas. Para fins da modelagem de um biorreator simples sao
considerados dois componentes, a saber, a biomassa e o substrato. O substrato é o alimento para as
células, conforme a Fig. 48.

Nesta figura = é a concentracao de biomassa (massa de células por volume) e S a concentragao
de substrato (massa de substrato por volume). F representa a vazao volumétrica da corrente de
alimentacao, V' € o volume do biorreator, xs e Sy representam as concentracoes de biomassa e substrato
na corrente de alimentacao, respectivamente. Este equipamento opera de forma continua em que
considera-se as vazoes de entrada e saida iguais, isto é; o volume é constante, bem como um sistema
de agitacao para manter as células em suspensao. O crescimento de células microbianas resulta no
consumo de substrato e na formagao de produtos que, para esta aplicacao, sao as proprias células. Para
o desenvolvimento do modelo matematico sao consideradas as seguintes hipé6teses (Jana, 2011): ¢) o
conteido dentro do reator é perfeitamente misturado; ii) o reator estd operando a uma temperatura
constante (isotérmico); iii) propriedades fisicas constantes; iv) as correntes de alimentacdo e produto
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Figura 47: Estrutura esquemdtica de um reator biolégico.

tém a mesma vazao F'; v) a cultura microbiana envolve uma tnica biomassa crescendo em um tnico
substrato.

A partir da hipdtese de vazdes constantes e iguais a F' e como a densidade é constante (p), o
balanco de massa global pode ser representado como:

d(zv)dt =pF —pF =0 (257)

0 que implica que o volume é constante.

Agora é preciso escrever os balangos para a biomassa e para o substrato. O balanco de massa para
a biomassa tém-se:

d(\v

Wa) _ Fop —Fo + Vi (258)
dt N ~~ ~—
. Entrada Saida  Taxa de Geracio

Actimulo

em que 71 € a taxa de geragao de células (massa de células geradas/(volumextempo)). Como o volume
é constante obtém-se:
d(z)

F
T = % (.%‘f —z)+nr (259)

Na engenharia de reagdes quimicas o termo F/V é chamado de velocidade espacial (tempo') e V/F
é o tempo de residéncia (tempo). Mas na engenharia bioquimica, F'/V é referido como sendo a taxa
de diluicdo (D), provavelmente devido a diluicdo da biomassa no reator com a adigao de alimentagao
fresca. Assim, pode-se escrever:

d
di;:D(xf—mHm (260)

Analogamente para o balango do substrato:

d(V's)
= FSy —FS — 4 261
dt J ~~~ \22/ ( )
. Entrada S2{da  Taxa de Geragio
Actimulo

em que 79 é a taxa de consumo de substrato (massa de substrato consumido/(volumextempo)). Como
o volume é constante obtém-se:

% —D(S;—8)— (262)

Agora falta definir expressces para r; e para ro de modo que o modelo do reator biolégico seja
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finalizado. Em engenharia sabe-se que a cinética da reacao envolvida nas operacgbes bioquimica é
comparativamente mais complicada do que na cinética de reacoes quimicas. Em geral, uma reacao
bioquimica prossegue com a intervencao de organismos vivos (ou células) na presenca de nutrientes
do meio em condigoes Stimas de operagao (como por exemplo, temperatura, pH, entre outros). As
células crescem consumindo o substrato e nutrientes essenciais do meio e o padrao de crescimento
nao é o mesmo para todos os tipos de células. O processo de crescimento que nos interessa tém
duas manifestagoes diferentes. Os organismos unicelulares (organismos que composto por apenas
uma célula), que eventualmente se dividem a medida que crescem, aumentam o nimero de células
(crescimento populacional) ou aumentam a biomassa, enquanto os bolores (fungos que crescem como
uma malha de filamentos ramificados) aumentam de tamanho e, portanto, densidade das células,
mas nao necessariamente em numeros. Estes dois sistemas interativos estao envolvidos na operacao
bioquimica, o que faz com que as expressoes cinéticas sejam complexas.

Para determinar as referidas taxas, inicialmente define-se o rendimento (Y). Este é caracterizado
como sendo a razao entre massa de células formadas e a massa de substrato consumido, isto é:

massa de células formadas r
Y = ° 1 (263)
massa de substrato consumido 79

No caso de uma reacao bioldgica, a relacdo que normalmente representa a taxa liquida de cresci-
mento da massa celular é dada como:

Tl = pT (264)
em que i é a taxa de crescimento especifica.
Neste caso, a partir das Eqgs. (264)-(265), 2 pode ser definida em fungéo de 7:

_u

T9 %

(265)

Em resumo, o modelo para o reator biolégico considerando biomassa e substrato é dado como:

—CZ =D (v — )+ pz, z(0) =z (266)
ds Ux

— =D(S;-9) - == =5 2
=D (S-8) -5, 80) =5 (267)

em que x, e S, representam as condicOes iniciais para as concentracoes de biomassa e substrato,
respectivamente.

E importante destacar que a taxa especifica de crescimento ndo é um parametro constante e
geralmente é uma fungao da concentracao de algum(s) nutriente(s). Neste caso, a depender do sistema
de interesse, pode-se ter p como uma fungao de: i) substrato; i7) substrato e produto e iii) substrato,
produto e células. Por exemplo, se a concentracao do substrato limitante varia, estudos experimentais
demonstram que a taxa de crescimento especifica muda de forma hiperbélica, sendo esta bem explicada
pela equacao empirica proposta por Monod em 1942. Esta tem a seguinte forma:

MmawS
—_— 2

em que e © K, representam a taxa de crescimento especifica méaxima e a concentracao limite para
o substrato, respectivamente. Assim, especificando os valores destes parametros, bem como de todos
os parametros que caracterizam os balancos de massa pode-se simular este modelo.

Finalmente, cabe ressaltar que se o produto de interesse nao fossem as préprias células, um balanco
de massa para o produto também deveria ser proposto.

Qual é o nimero de graus de liberdade deste sistema?
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5.1.7 Modelagem de uma Coluna de Destilacao Binaria Ideal

A destilacao configura-se como uma das operagoes unitarias mais importantes na industria quimica.
Esta consiste da separagao de correntes liquidas contendo dois ou mais componentes. Nesse pro-
cesso fisico, a separacao de cada um dos componentes se da pela diferenca das temperaturas de
ebulicao (Bequette, 1998). Matematicamente, a dindmica deste processo é modelado por um sistema
de equagoes diferenciais nao-lineares em que, em cada prato (ou estdgio), deve ser desenvolvido as
relagoes de balangos de massa, energia e momento, bem como relagoes constitutivas.

Para fins de aplicagdo, considere a separacao de uma mistura bindria ideal em uma coluna de
destilagdo com N pratos que opera isotermicamente, conforme ilustrado na Fig. 49.

condensador
By
vapor liguido
removido
5 ded
liguido
V., . Ligx i-ésimo
L ‘ prato
VaVia L;x,
sz I’i.jp‘}'_\.;r. jvf L-\‘:I"" l_x;\,:r_l pf‘am de
liquido ? ¢ alimentagdo
I’Svy_p}l\::r—l L\.:Ir\x_\;r\
Ns
liguido | L%
W1 Bx,

Ne+1 -
vapor >¥/ liguido

refervedor (calor adicionado)

Figura 48: Fstrutura esquemdtica de uma coluna de destila¢ao.

Nesta estrutura destaca-se a propria coluna de destilagdo, onde efetivamente acontece, para o
problema proposto, a transferéncia de massa, o refervedor, onde a corrente de liquido é aquecida para
a realimentacgdo da coluna, e o condensador, onde a corrente de vapor é resfriada e retornada para
a coluna a uma razao de refluxo. A coluna é alimentada com uma vazao F de composi¢do molar
conhecida, onde zy ¢ a taxa de perturbacao do sistema, D é a vazao de destilado, B ¢ a vazao de
fundo, L é a vazao de liquido, Ly é a vazao de refluxo, V é a vazao do fluido de aquecimento do
refervedor, e x; e y; sdo as fracoes massicas da fase liquida e da fase vapor do componente mais leve,
respectivamente (os subscritos b e d se referem ao refervedor e ao condensador, respectivamente).
Neste caso, como o modelo considera um sistema binario, as composigoes das fases liquida e vapor do
componente mais pesado pode ser estimadas como 1-x e 1-y, respectivamente.

Para a modelagem matematica do processo de separagao por destilagao sao consideradas as se-
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guintes hipéteses (Bequette, 1998): ) volatilidade relativa («) constante, ii) equilibrio de fases, ii7)
Hold-up de liquido constante, iv) Hold-up de vapor negligencidvel e v) queda de pressao negligenciavel.
A partir das hipdteses descritas acima, as equagoes de balanco de massa sdo apresentadas a seguir.

e Balango de massa no i-ésimo prato (ou estégio) (exceto no prato de alimentagao, condensador e
refervedor). Neste caso, o balan¢o do componente na fase liquida é dado pela lei de conservagao
de massa, isto é; o acimulo de liquido no i-ésimo prato deve ser igual ao liquido que entra (prato
imediatamente acima, i-1) mais o vapor que entra (prato imediatamente abaixo, ¢ + 1) menos a
quantidade de liquido e de vapor que deixam o i-ésimo prato, conforme a Fig. 50.

V.y; Liyx,

! !

i-ésimo prato

f '

K+1yi+l Lix’

7

Figura 49: Representacdo esquemdtica do i-ésimo prato de uma coluna de destilagdo.

Matematicamente, o modelo para o i-ésimo prato pode ser escrito como:

T Li 121+ Vigwyir1 — Lizg — Viy; (269)

em que t é o tempo, M; é o Hold-up de liquido, z; e y; representam as composigoes do componente
mais leve nas fases liquida e gasosa, respectivamente, L e V sao os fluxos de massa nas fases
liquida e vapor, respectivamente. Para fins de simplificacao, considera-se que o fluxo de massa
da fase vapor nos estagios i e 141 sao iguais e fluxo de massa da fase liquida nos estagios i e i-1
sao iguais, isto é:

Vi=Viq (270)
Li=1L; (271)

e Prato de alimentacdo (Nf). Analogamente ao que foi apresentado para o i-ésimo estagio, no
prato de alimentacao, ilustrado na Fig. 51, o modelo matematico que representa o balango de
massa para o componente na fase liquida é dado por:

By L1 g1
FZ,- —> prato de alimentagdo
VNf 1 yM 1 LN,fo

Figura 50: Representacdao esquemdtica para o prato de alimenta¢ao de uma coluna de destilagao.

d(MN N )
# = Lnj—12Np—1 + VNp1yNps1 + Fzp = Lvgeng — Vg yny, (272)

em que [ é a corrente de alimentacao e o parametro zy € a fracao molar do componente mais
leve. Além disso, tem-se os balancos para o liquido e para o vapor:

an = ng+1 + F(l - qf) (273)
Lnf = Lnf—l + Fqy (274)
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em que o parametro gy representa a qualidade da corrente de alimentagao, isto é; se esta é
composta por liquido saturado, entao ¢y € igual a 1. Por outro lado, se a corrente de alimentacao
¢ composta por vapor saturado, entao gy € igual a 0.

Condensador: A energia removida do condensador total (todo o vapor é convertido em liquido)
é resultante da transformacao do vapor em liquido, conforme a Fig. 52. Neste caso, tem-se que a
vazao de vapor que entra no condensador deve ser igual a soma das vazoes de liquido no refluxo
e no destilado, isto é:

condensador

2323
vapor
calor removido
Lgx,
2 drd
liquido

Figura 51: Representacao esquemdtica para o condensador de uma coluna de destilagao.

Vo=Ls+ D (275)

Além disso, para o balango para o componente mais leve no condensador é dado por:

d(Mlxl)

T Voys — Dxg — Lgxg (276)

em que xg4 corresponde a xj.

Refervedor: A energia removida do condensador total (todo o vapor é convertido em liquido) é
resultante da transformagao do vapor em liquido, conforme a Fig. 53. Neste caso, tem-se que a
vazao de vapor que entra no condensador deve ser igual a soma das vazoes de liquido no refluxo
e no destilado, isto é:

Ny

L
liquido Ns¥Ng

Wig+1 VNg+1 Bx,

vapor >\/ liquido
refe

rvedor (calor adicionado)

Figura 52: Representagdo esquemdtica para o refervedor de uma coluna de destilagao.

B =Ly, — VN.41 (277)

Além disso, para o balanco para o componente mais leve no refervedor é dado por:

d(MN, 17N, 1 1)
dt

= Ln,zN, — Bxy — VN, 41YN.+1 (278)

em que B e xp, correspondem a Ly, y+1 € Tn,+1, respectivamente.

Equilibrio liquido-vapor. Para fins de simplificacao, na presente aplicacao considera-se que as
fases encontram-se em equilibro, conforme a seguinte relacao:

ax;

Yi =
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em que « é a volatilidade relativa.

Para fins de ilustracao, na Fig. 54 é apresentada a relacao de equilibrio para um sistema conside-
rando diferentes valores para «. Nesta figura percebe-se a forma como as composigoes da fase liquida
(x) e vapor (y) do componente mais leve se relacionam em fungao do parametro «, isto é; quanto maior
o valor deste parametro maior é a composicao da fase vapor para um mesmo valor de fase liquida.

1,04
0,91 111559""‘.‘
0,8 astitiee
’ I.::AA ®
0,74 ...::A:....
0,6 __.;:A::.f
A
~ 0,5+ ..::A:.." —e—o=1,5
0,4 _-:A:.O' —A— =2
0,31 Wikge® =25
L)
02 i
0,14 "55:‘
0,04 =
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 09 1,0
X

Figura 53: Relacdo de equilibrio entre x e y considerando diferentes valores para «.

Qual é o nimero de graus de liberdade deste sistema?

5.2 Conservagao de Energia

Similarmente como apresentado para a massa, a lei de conservagao de energia pode ser formulada
como segue: “a quantidade total de energia contida no volume de controle no instante t + At deve
ser igual a quantidade total de energia contida no volume de controle no instante ¢ mais a quantidade
total de energia que entra no volume de controle durante o intervalo de tempo At menos a quantidade
total de energia que sai no volume de controle no mesmo intervalo de tempo, mais a quantidade de
energia que é transformada via reagao(des) quimica(s) no intervalo de tempo At, mais o calor trocado
com as vizinhancgas e mais o trabalho de eixo durante o mesmo intervalo de tempo”, isto é:

energia energia energia energia
presente = presente + | entrano — | saino + (280)
no sistema AL no sistema ' sistema | |\ ' sistema | |\ '
1 2 3 1
energia energia trabalho
+ | gerada ou .
. trocada de etxo
consumida | |, At iy At
~- 6 7
5
e Os itens 1 e 2 dizem respeito a grandeza energia nos tempos t + At e At, respectivamente.
e Os itens 3 e 4 representam a quantidade energia que entre e sai do sistema no intervalo de tempo
At.
e O item 5 diz respeito a quantidade de energia que é produzida ou consumida no intervalo de
tempo At via contribuicao de reacdo(oes) quimica(s).
e A quantidade de calor trocado com as vizinhangas relativo ao intervalo de tempo At é apresen-
tado no item 6.
e O item 7 diz respeito ao trabalho de eixo referente ao intervalo de tempo At.
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Neste contexto, da mesma forma que foi desenvolvido para o balanco de massa sem reacao quimica,
pode-se mostrar, para o sistema sem a contribuicao do termo de reagao, que o balanco de energia pode
ser escrito como segue (Bequette, 1998):

dEp Ne s ) .
T _NE SN B, W 281
yr ; ; +Q+ (281)

onde n. e ng representam o nimero de correntes na entrada e saida do processo, @ é o calor trocado
entre o sistema e as vizinhancas por unidade de tempo, W é o trabalho total por unidade de tempo.
O termo E7 representa a energia total do sistema, que pode ser desmembrado como:

Er=U+E.+E, (282)
onde U, E. e E, representam as contribuicoes referentes a energia interna, cinética e potencial, res-
pectivamente. Neste caso, o termo de acimulo pode ser escrito como:

dEr dU dE.  dE,
dt  dt + dt + dt (283)

Admitindo que a contribuicdo da energia interna é muito mais significantes que as outras duas
(U > E. + E,), o que é uma hipdtese razodavel, pode-se escrever:

dBEp _ dU

~ 284
dt dt (284)

E importante ressaltar que, como a energia é uma propriedade extensiva, isto é; esta depende da
quantidade total de massa no sistema, a Eq. (287) deve ser escrita da seguinte forma:

dimEr) _ d(mU)

~ 285
dt dt (285)

onde m é a massa total do sistema. Ressalta-se que essa pequena alteragao na Eq. (287) garante a
consisténcia dimensional do modelo.

O termo referente ao trabalho pode ser dividido em dois termos:
W = Wei:po + Wf (286)

onde Wz, € contribuicao da energia por unidade de tempo referente a presenca de um eixo no processo
e W; ¢ contribuicao de energia por unidade de tempo referente a entrada e saida do fluido do sistema,
definida como:

Wy =W, — Wy = —A(1m(PV)) (287)
onde 7 é a massa por unidade de tempo (vazao), P é a pressao e V é o volume.
Substituindo estas informagoes na Eq. (282) obtém-se a seguinte equagao:

d(mU)
dt

= —A(m(U)) + Q + Weizo — A(m(PV)) (288)

correntes correntes

mas sabe-se que a entalpia H é dada como U + PV, portanto:

d(mU)
dt

- A (m(H)) +Q + Weizo (289)

correntes
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Sabendo que U = H — PV e admitindo que o termo de entalpia é muito mais significativo que o
termo PV, supoem-se que U ~ H na Eq. (290):
d(mH)
dt

= Q + Weizo — A<m(H )) (290)

correntes
mas comao:

—A(m(H))

correntes

=S, -3, (291)
=1 =1

e por definicao H = ¢,(T —T}.f), onde ¢, é a capacidade calorifica e T}..y é a temperatura de referéncia,
o balanco de energia considerando as hipéteses especificadas é dado por:

d(mep(T — Trey)) . . N e
2 dt = Q+Weix0+;mcpe(Te _Tref) - ;mcp(T_Tref) (292)

onde o subscrito s foi negligenciado nos termos de temperatura e capacidade calorifica, ja que é
admitida a hipdtese de mistura perfeita.

Neste caso, para sistemas com reacao, ¢ necessario a insercao de um termo que expresse esta
contribuicdo. Assim, define-se para um sistema reacional com taxa r, a energia produzida como
sendo:

E, = (-AHg)rV (293)

onde —AHp é o calor de reagao (energia por mol transformado). Como a taxa, para sistemas ho-
mogéneos, ¢ definida como sendo mol transformado por volume por tempo, a unidade do termo é
energia por unidade de tempo, que estd em concordancia dimensional com relagao a Eq. (293). Por-
tanto, o balanco de energia para sistemas reacionais é dado por:

d(mep(T — Trey))
dt

= Q+ Weizo + »_ mpe(Te = Trep) = Y mey(T = Trep) + (—~AHg)rV  (294)
=1 =1

E importante ressaltar que o modelo apresentado foi desenvolvido para o conjunto de hipdteses
consideradas. Neste cendrio, a depender das hipoteses, novos modelos serdao desenvolvidos. A seguir
serd apresentado uma série de estudos de casos especificos.

5.2.1 Modelagem de um Tanque Aquecido sem Balango na Camisa

Considere o tanque aquecido apresentado na Fig. 55 em que deseja-se conhecer como a altura e
a temperatura sao influenciadas pelo do tempo. Para essa finalidade, as seguintes hipoteses sao
consideradas: i) geometria perfeita (drea da secao transversal A constante); i) mistura perfeita; iii)
trabalho de eixo negligencidvel; iv) liquido nao volétil; v) as vazoes de entrada (F.) e de saida (Fj)
sdao volumétricas (F, é constante e Fy = 8v/h, onde B é uma constante); vi) as perdas de energia sao
negligenciaveis; vii) o calor trocado Q é dado por US(T; —T'), onde U é o coeficiente de troca de calor,
S é a éarea efetiva de troca de calor e Tj é a temperatura da serpentina; viii) a temperatura do fluido
refrigerante entra na forma de vapor e sai na forma de liquido, o que implica que T} = Tjs = T} (neste
caso o calor trocado vem do calor liberado para a mudanga de fase); ix) a densidade varia pouco com
a temperatura e pode ser considerada constante; x) a capacidade calorifica é funcao da temperatura
(a 4+ bT', onde a e b sdo constantes); zi) a temperatura de referéncia pode ser negligenciada; zii) as
condigoes iniciais para a altura da coluna de liquido e para a temperatura sao dadas por h(0) = he e
T(0) = Ty, respectivamente.

Para o desenvolvimento do modelo matematico, observa-se que as varidveis de interesse sao a
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massa do tanque e a temperatura, ja que nao foi mencionado nenhuma reacao quimica. Em termos de
energia, a priori, deveria ser propostos balangos para o fluido do tanque e para o fluido refrigerante.
Todavia, como T)j. = Tj,, implica que apenas ¢ necessdrio o desenvolvimento do balanco de energia
para o fluido do tanque, pois dT}/dt é igual a zero.

1.
Cpe
e M
L=
Ie .............
S R B |
E, ) ................... -
h
;;;33 O
Cys 4
By &,
E

Figura 54: Tanque aquecido.

Em termos do balanco de massa global pode-se escrever:

dm
—r = peFe = p.F (295)
onde m é massa e p, e ps sdo as densidades. A partir das definigdes de densidade e de volume, o

seguinte modelo é obtido:

d(pAh)
dt

= peF. — psFy (296)
onde A é a drea da secao transversal ao escoamento. Como as densidades sdo constantes, a equagao
de balanco de massa torna-se:

dh F.— F;§
- t 2
7 , >0 (297)

h(0) = hs (298)

Considerando as hipdteses propostas no enunciado e substituindo as mesmas na Eq. (295), o
balanco de energia para o presente estudo de caso é:

d(he,T)

Ai
P~

=Q+ peFecpeTe — psFsc, T (299)

Abrindo o termo da derivada pela regra da cadeia, obtém-se:

d(he,T) . dT  de, dh
T = thE + hT% + CPTE (300&)
d(he,T) . dT dT dh
d(he,T) T dh
o (hep + hOT) i +cp o (300c)
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Portanto:

dT dh
(pAhcy + pARVT ) — + Apc,T—

pr i Q + peFecpeT, — psFsc,T (301)

que simplificada torna-se:

AT Q/p+ FecpeT. — FocyT — Acy T4

dt t>0 302
dt Ah(cp + bT) e (302)
T0) =T, (303)
Resumidamente, o modelo completo é dado por:
dh F.,—Fy
an_ LFe— s ~ hy A
dt A Mo=h (304a)
AT Q/p+ FecpeT. — Fyc,T — Ac, T
dt Ah(c, + bT) , T(0) (304b)
A=nR? (304c)
Q=US(T; ~T) (304d)
Fy = Bvh (304¢)
Cpe = G+ bTe (304f)
¢p=a+0T (304g)

Este modelo, composto por sete equagoes, apresenta as seguintes varidveis/parametros: h, T', Fg,
Fy,, A, 7, R, Q, U, S, P Cpes Cpy Lo, T, a, b, B, ho e T,. Neste caso, o F é igual a 13. Para fins de
simulagao, devem ser informados os valores para Fe, m, R, U, S, p, Te, T}, a, b, B, ho e T5, j4 que h,
T sdo as varidveis dependentes, ¢ ¢ a varidvel independente, e existem relacoes para determinar A, Q,
Fg, cpe € cp.

5.2.2 Modelagem de um Tanque Aquecido com Balango na Camisa

Na aplicacao anterior utilizou-se a hipdtese que a temperatura do fluido refrigerante entra na camisa
na forma de vapor e sai na forma de liquido. Isto implica que a temperatura do fluido refrigerante
que entrada na camisa (Tj.) é igual a temperatura do fluido refrigerante que sai (7}js) da mesma. Em
termos praticos isto significa que nao é necessario desenvolver um balanco de energia para a camisa.
Todavia, esta hipétese nem sempre podera ser adotada. Para fins de aplicagdo, considere o sistema
descrito na subsecao anterior, exceto a hipdtese da temperatura na camisa constante. Assim, deseja-se
determinar como a altura, a temperatura do fluido dentro do tanque e a temperatura da camisa sao
influenciadas pelo do tempo. Além das hipéteses ja definidas anteriormente, também considera-se
que as vazoes volumétricas da entrada e da saida da camisa sao iguais a F};, bem como a capacidade
calorifica na camisa sao constantes iguais a c,;. Também considera-se que a densidade do fluido
refrigerante (p;) nao é dependente da temperatura e pode ser considerada constante e a temperatura
da camisa no inicio do processo é igual a Tj(0) = T}o.

e Balanco de Massa dentro do Tanque (idéntico ao desenvolvido anteriormente):
dh  F.—F;
-0 t
7 1 > 0 (305)
h(0) = he (306)

e Balango de Energia dentro do Tanque (idéntico ao desenvolvido anteriormente):
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Considerando as hipdteses propostas e substituindo as mesmas no balanco de energia obtém-se:

d(he,T)

A
P~ ar

= Q + peFecpeTe — psFicyT (307)

Abrindo o termo da derivada pela regra da cadeia, obtém-se:

d(he,T) dr . de, dh

= hc,— + AT T— 308
dt P T TG (3082)
d(hepT) dr drl dh
———— = hcy,— + hvtT — T— 308b
dt g T T (308b)
d(he,T) dT dh
—==1(h hoT)— T—
o (hep + hOT') e (308c)
Portanto:
dT dh .
(pAhcy, + pAhbT)% + ApcpTE = Q + peFecpTe — psFscyT (309)
que simplificada torna-se:
: dh
dT _ Q/p + FeCpeTe - FstT - ACPTE’ t > O (310)
dt Ah(cp, + bT)
T(0) =T, (311)

e Balanco de Massa dentro da Camisa: Neste caso, o que diferencia esta aplicacao da anterior é a
presenca de balancos de massa e energia para a camisa.

Intuitivamente, ndo existe motivo para ter acimulo de massa dentro da camisa, o que implica
b )

que o volume da camisa (V}) deve ser constante. Assim, o balanco de massa na camisa é dado

por:

dmj

g = Piekie = piskis (312)

onde m; é massa do fluido refrigerante (dentro da camisa) e pje e pjs sao as densidades do
fluido refrigerante na entrada e na saida da camisa. Substituindo a massa em fungao do produto
entre a densidade e o volume, e sabendo que as densidades sao todas constantes (p;j=pje=pjs),
obtém-se:

dv;
—. = Fje— F, (313)

Conforme descrito anteriormente, V; é constante, isto é; Fj. é igual a Fjs.

e Balanco de Energia dentro da Camisa: Na pratica, durante um processo de aquecimento ou
resfriamento, apenas o balanco de energia deve ser preparado, visto que o volume da camisa
deve se manter constante (isto ndo impede o usuédrio de montar o balango de massa dentro da
camisa).

Como existe troca de energia entre a camisa e o fluido dentro do tanque, pode-se tomar como

base o modelo desenvolvido para o balango de energia dentro do tanque para montar o balanco

de energia dentro da camisa. Assim, tomando como base a Eq. (308) pode-se escrever:
d(m;jcy;Ty)

0t = —Q+ pjeFjecpjcTic — pjeFjscp; T (314)

Mas sabendo que m; = p;Vj, que as densidades sao todas constantes e iguais a p;, que as vazoes
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de entrada e saida na camisa sao iguais a F; e que as capacidades calorificas de entrada e saida
na camisa sao iguais a c,;, o modelo acima pode ser simplificado como:
dt PiVicpj
Tj(0) = Tjo (316)

E importante destacar que o sinal que acompanha o termo @ deve ser o contrario do empregado
para o balango do fluido dentro do tanque.

Em resumo, o modelo que descreve este processo é dado por:

dh F,—F,
= () =h (317a)
AT Q/p+ FucpeT. — Fyc, T — Ac, T
= T =T @7
P
A=nR? (317c)
Q=US(T;—T 317d
J
F,=3Vh (317¢)
Cpe = a + UT, (317f)
¢p=a+bT (317g)
dT: —C Ficyi(Tie — T
aly _ Q + pjFjcp; (T J)’ T5(0) = Tjo (317h)
dt piVicpj

5.2.3 Modelagem de um Reator Nao Isotérmico

Considere um reator CSTR (Continuous Stirred Tank Reactor - Mistura Perfeita) cilindrico de raio
R e altura H em que acontece a reagao de primeira ordem A — B (Pinto & Lage, 2001), conforme a
Fig. 56.

Entrada do Saida do
Fluido —» ——»  Fluido
Reacional Reacional
Entrada do Reat Saida do
Fluido de cator Fluido de

Refrigeracdo \_/ Refrigeracao

Camisa de Resfriamento

Figura 55: Reator CSTR (Adaptado de Pinto & Lage (2001)).

Determine os balancos de massa para os componentes A e B e o perfil de temperatura do fluido
reacional T' e do fluido refrigerante (camisa) sabendo que as propriedades fisicas deste processo sao
constantes, que todas as vazbes sdo volumétricas, que somente o componente A é alimentado no
reator e que o trabalho de eixo pode ser negligenciado neste processo. O calor trocado entre o fluido
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refrigerante e o fluido reacional é dado por:
Q=US(T, - T) (318)

em que U é o coeficiente global de troca térmica e S é a area efetiva de troca térmica.

Além disso, por se tratar de um sistema nao isotérmico, a constante da reacao é funcao da tempe-
ratura. Esta pode ser representada na forma exponencial de Arrhenius:

k = ko exp (‘ﬁf) (319)

em que ko é o fator pré-exponencial, AF é a energia de ativacao e R é a constante universal dos gases.

e Balanco de Massa Global (M):
dM

“dt = peFe — psFs (320)
em que p. e ps representam as densidade de entrada e saida do reator, F, e F; representam as
vazoes volumétricas de entrada e saida dentro do reator. Como p = p. = ps € sabendo que V' é
o volume do fluido reacional, o balango é dado por:

dv
Y _F—F 321
o (321)

Se for assumido que o volume do fluido reacional ndo varia muito, implica que V é constante,
portanto F,=F;. Neste caso, pode-se considerar que o reator esta cheio, isto é; V = rR2H.

e Balanco de Massa para o Componente A:

d(VCha)

T = FeCAe - FSCAS + GA (322)
Sabendo que V' é constante, que Fo.=F;=F, G4 = —kC4V e omitindo o subscrito s na concen-
tracao de saida de A, obtém-se:
dCy F
—— = —(Cpe — —kCy, t 2
7 V(CA Ca) Cy >0 (323)
Ca(0) = Cyo (324)
e Balanco de Massa para o Componente B:
dCp F
EE _ Z(Ce - kCa, t 2
o = 7O = Cp) +kCa, t>0 (325)
Cp(0) = Cpo (326)

Como somente o componente A é alimentado no reator (hipétese definida no enunciado), o
balanco de massa para o componente B é dado por:

dCg F
Cp(0) = Cpo (328)

e Balanco de Energia para o Fluido Reacional:

O balanco de energia do fluido reacional é dado pela seguinte relagao (j& desenvolvida anterior-
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mente):

dTl
pVey = = Fpey(T. = T) + US(T; = T) + kCa(~AHR)V, ¢ >0 (329)
T(0) =T, (330)
em que (-AHR) é o calor de reacao (considerado constante).

e Balanco de Energia para o Fluido Refrigerante: Ja para o fluido refrigerante, o balango de energia
segue 0 mesmo principio do empregado para o fluido reacional. Neste caso, serd considerado
que nao acontece reacao dentro da camisa, que as vazoes volumétricas sao todas iguais a F

(Fje = Fjs) (isto implica que o volume da camisa V; é constante), que a capacidade calorifica
do fluido refrigerante é constante e igual a c,;, e que as densidades sao constantes e iguais a p;.
Assim:
a1,
piVicpig = Fipjcpj(Tje = 1) = US(T; = T), t>0 (331)
7(0) = Ty (332)

Em resumo, tem-se o seguinte conjunto de equagoes:

F
Ca o ) —kCa, Ca0) = Ca (333a)
dt ~V
dCg F
W - —VCB + kCA, CB(O) - CBO (333b)
dT
pvcpE = Fpcy(T. — T) +US(T; — T) + kCa(—AHR)V, T(0)=T, (333¢c)
dI
piViewi— = Fipjcpj(Tje = T;) = US(T; = T), T;(0) =Tjo (333d)
~AE
k= ko exp <M> (3336)
V =7R*H (333f)

5.3 Conservagao de Momento (Momentum)

A lei de conservacao de momento, também conhecido como movimento ou momentum, é importante
em sistemas que envolvem o fluxo de fluidos. O momento pode ser definido como sendo o produto da
massa e velocidade, sendo a segunda lei de Newton (a taxa de variacdo de momento é igual ao produto
da massa pela aceleragdo) a relacdo empregada para representar a equagdo do movimento. Esta é
formulada como segue: “a quantidade total de movimento contida no volume de controle no instante
t + At deve ser igual a quantidade total de movimento contida no volume de controle no instante ¢
mais a quantidade total de movimento que entra no volume de controle durante o intervalo de tempo
At menos a quantidade total de movimento que sai no volume de controle no mesmo intervalo de
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tempo mais a quantidade de movimento que é gerado no intervalo de tempo At”, isto é:

movimento movimento movimento movimento
presente = presente + entra no — sai no + (339)
no sistema A no sistema ' sistema At sistema At
TV
1 2 3 4
movimento
+ gerado

no sistema At

v~

5

e Ositens 1 e 2 dizem respeito ao movimento nos intervalos de tempo t+ At e At, respectivamente.

e Os itens 3 e 4 representam a quantidade de movimento que entra e sai do sistema de controle
no intervalo de tempo At.

e O item 5 diz respeito a quantidade de movimento que é gerado no intervalo de tempo At.

5.3.1 Modelagem de um Tanque Gravitacional com Velocidade Unidirecional

Considere um tanque gravitacional representado pela Fig. 57 estudado por Luyben (1996), Bequette
(1998) e Franco (2021). Para determinar a variagao de velocidade em fungao do tempo séo consideradas
as seguintes hipdteses (Franco, 2021): i) a velocidade nao é funcado de coordenadas espaciais; i)
consideram-se como contribuigoes as forgas hidraulica - Fy (empurrando o liquido para fora do tanque)
e de atrito - F4 (atua em sentido contrario & forca de escoamento devido a viscosidade do liquido);
iii) vazao volumétrica e iv) propriedades fisicas constantes.

- Ay -

e

m, FF—

|~—L—

Figura 56: Tanque gravitacional unidirecional (Adaptado de Franco (2021)).
Sabe-se que da segunda Lei de Newton que:
n
> Fji=ma (335)
j=1

em que F}; é a j-ésima forca atuando na i-ésima direcao, m é a massa deslocada no sistema, a é a
aceleracao e n é o numero de forgas que atuam no sistema. Além disso, por definicao, a aceleragao
pode ser escrita em termos da velocidade (v) e do tempo (t). Assim, tem-se:

- dv
, dt
J=1
Conforme as hipéteses definidas, sao consideradas duas forgas (Fy e F4) neste sistema, resultando
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e1n:

dv
— =Fyg—F
m— = Fy — Fa (337)
em que:
Fp = Appgh (338)
_ 2KypLApv}

Fy (339)

dp
em que A, é a drea da secao transversal do tubo, p é a densidade do liquido, g ¢ a aceleracao da
gravidade, h é a altura do liquido contido no tanque, K é o coeficiente de atrito, L é o comprimento
do tubo, v é a velocidade e d), é o diametro do tubo. A massa que sai do tanque através da tubulacao

de comprimento L pode ser expressa como o produto da densidade pelo volume, em que o volume é
ApL.

Neste caso, substituindo essas informagoes no balanco de momento tem-se:

d 2K ;pL Apv?
pApL—U:APpgh—M (340)
dt d,
dv g 2Kfv2
A N 341
dt L d, (341)

O coeficiente de atrito Ky depende do regime de escoamento e, consequentemente, do nimero de
Reynolds (Re):

d
Re= 2" (342)
7
em que p é a viscosidade.
Assim, como o Re depende da velocidade, Ky pode ser definido como (Franco, 2021):
0 se Re =0
04 0 < Re <2000
Ky={ Re *V57¢= (343)
0,18

T2e0.2 caso contrario

Como o nivel do tanque é funcao do tempo no modelo de balanco de movimento, faz-se necessario
aplicar a lei da conservacao das massa para determinar a forma com que a altura varia, isto é:

dm

T _F 44
g7 P (344)

em que F' é a vazao (volumétrica conforme definido em uma das hipdteses).

Neste caso a massa presente no tanque pode ser expressa em funcao do produto do volume pela
densidade, isto é; Arhp. Além disso, a vazao pode ser escrita em funcao da velocidade versus a area,
isto é; Apv. Assim, substituindo estas informacoes no balanco de massa obtém-se:

d(Arhp) = —Apvp (345)
dt
dh
ATPE = —Apuvp (346)
dh Ap
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Em resumo, o modelo que representa a variacao de velocidade e de altura em um tanque gravita-
cional unidirecional é dado como:

dv ¢ 2Kfv2
k- = Vo 4
o Lh g v(0) =wv (348)
dh Ap
= A MO =he (349)

em que v, e ho representam as condicoes iniciais para a velocidade e altura, respectivamente.

Qual é o nimero de graus de liberdade deste modelo?

5.3.2 Modelagem de Dois Tanques Conectados por uma Tubulagao Longa

Nesta aplicacao considera-se um sistema com dois tanques conectados por uma tubulacao longa de
comprimento L onde um liquido entra no primeiro a uma vazao Fy e é transferido para o segundo a
uma vazao Fi, conforme ilustrado na Fig. 58. No segundo tanque existe uma valvula de modo que a
saida seja dada como F» = B3v/hs, em que 3 é uma constante que relaciona a constante da valvula e a
abertura da vélvula. Deseja-se encontrar o modelo que representa a dindmica deste sistema (adaptado

de Franco (2021).
Ly
P

0
/\/\_/\ /\/\/\

h] h2
V{ Fl Ié FZ
|<—A1——| pl |<—A2——| p2

L |

Figura 57: Tanques conectados por uma tubulagio longa (Adaptado de Franco (2021)).

Para desenvolver este modelo sao consideradas as seguintes hipdteses: i) a velocidade nao é fungao
de coordenadas espaciais; ii) consideram-se como contribuigoes as forcas hidraulica - Fy (empurrando
o liquido para fora do tanque) e de atrito - F)4 (atua em sentido contrario a forga de escoamento devido
a viscosidade do liquido); #ii) as vazoes sdo todas volumétricas e iv) propriedades fisicas constantes.

Como observado no exemplo anterior, o modelo é caracterizado pelos balancos de massa e de
momento. Assim, primeiramente serdo desenvolvidos os balangos de massa para os dois tanques.

e Balanco de massa para o primeiro tanque.

dmq
— = F()p() - F1p1 (350)

dt
em que mq é massa contida no tanque, t é o tempo, Fy e F} representam as vazoes de entrada
e saida do tanque, respectivamente, e pg e p; representam as densidades na entrada e saida do

tanque. A massa m pode ser escrita em funcao da densidade e do volume. Assim sendo tem-se:

d(Arh
(1dt1p1) — Fopo — Fipr (351)

dh
Almdftl = Fopo — Fip1 (352)

dhi _ Fopo _ Fipy
dt  Aipr Aipr

(353)
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em que Aq é a drea da base e hq é a altura.

Mas a vazao F) pode ser expressa como sendo o produto da velocidade (v) na tubulagdo de
comprimento L pela drea desta tubulacido, denominada aqui por Ap. Assim sendo:

dhy  Fopo vAp

bt — 354
dt Aipp Ay (354)
e Balanco de massa para o segundo tanque.
De forma andloga tem-se:
d(Ash
(2dt2p2) = Fip1 — Fapo (355)
dh
Agpgd—; = vApp1 — B\ hap2 (356)
@ _ UAP/)I _ /8\/}7/»2 (357)

dt Ao pa Ao

em que Ay é a drea da base e hy é a altura.

A velocidade v que aparece nos balangos de massa deve ser estimada através do balanco de mo-
mento. Assim sendo:

— =Fy—-F 358
mi o = Fu = Fa (358)
em que as forcas F e F4 sao dadas como:
FH = Appg(hl - hg) (359)
_ 2KypLApv}

Fu (360)

dyp
em que g € a aceleragao da gravidade, Ky ¢ o coeficiente de atrito, e d, é o diametro do tubo de
comprimento L. A massa que sai do tanque através da tubulagdo pode ser expressa como o produto
da densidade pelo volume, em que o volume é ApL. Neste caso:

dv 2K spLApv?
pApL=— = Appg(h1 — hs) - % (361)
P
dv g 2K sv?
P

em que o numero de Reynolds (Re) e o coeficiente de atrito K; sao dados pela Eq. (343) e pela
Eq. (344), respectivamente.

Finalmente, o modelo que representa a variacao de velocidade e de altura em dois tanques conec-
tados por uma tubulacao longa é descrito como:

dhy  Fopo  vAp

dt T A A
dhy _ vApp1 BvVha

, h1(0) = hio (363)

— = h2(0) = hao 364
i~ Ay 4 2(0) = ho (364)

dv g 2Kfv2 B

a L(hl —hg) — dy v(0) = vo (365)

em que v, € hjo (i=1, 2) representam as condicoes iniciais para a velocidade e altura, respectivamente.

Qual é o nimero de graus de liberdade deste modelo?
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5.4 Atividades

Questao 1) Qual o nimero de graus de liberdade do modelo desenvolvido para o Tanque Aquecido
com Balanc¢o na Camisa?

Questao 2) Qual o nimero de graus de liberdade do modelo desenvolvido para o Reator Nao Isotérmico?

Questao 3) Um engenheiro esta testando um novo formato de tanque que é constituido por dois
cones concéntricos, a saber, um externo e um macico (representado em escala de cinza), conforme a
Fig. 59(a). O cone externo é caracterizado por um angulo o com relagao a vertical e o cone macigo é
caracterizado por um angulo v com relagao a vertical, conforme a Fig. 59(b).

h Y
K

(a) Tanque em anélise. (b) Angulos.

Figura 58: Representacao do tanque considerado.

Admitindo que ambos os cones tem altura méaxima igual a H, que o liquido esta contido entre
os dois cones (nao existe liquido dentro do cone macigo) e que seja verdadeira a hipdtese de mistura
perfeita, determine:

e 0 volume do liquido (V') dentro do tanque em funcao da altura (h);

e 0 balanco de massa individual (concentracao da espécie A) sabendo que acontece uma reagao
em que o componente A é transformado em B para uma constante de reacao (k) com unidade
igual a m3/(s mol) (os coeficientes estequiométricos para esta reagio sdo iguais a 74 e 7, res-
pectivamente). Para este caso considere que a mesma vazao do item anterior, que as densidades
podem ser consideradas todas constantes, a hipétese de mistura perfeita e que C4(0) = Cyo;

e 0 nimero de graus de liberdade do sistema completo.

Questao 4) Considere um sistema constituido por trés tanques cilindricos interconectados em que s@o
adotadas as seguintes hipéteses: i) a densidade em cada um dos tanques é constante e igual a p; ii) as
areas da segao transversal em cada um dos tanques s@o todas constantes e iguais a A; iii) as condigoes
iniciais em cada um dos tanques sao dadas por hio, hoo € hso, respectivamente; iv) a vazao de entrada
em cada um dos tanques é dada por F, (constante), S1v/h1 — ha e f2y/ha — hs, respectivamente (em
que h; é a altura do tanque i (hy > ho > h3) e 51 e B2 sdo constantes definidas em m?°/s); v) a vazao
de saida no terceiro tanque é igual a B3v/h3 (3 é uma constante definida como kg/(s m®?)). A partir
destas informagoes determine: i) o modelo matematico que representa a variagdo da altura em cada
um dos tanques e ii) a condi¢ao de estado estaciondrio para este sistema.

Questao 5) Considere o processo em que o componente A é convertido em um determinado produto
em dois reatores CSTR em série, conforme ilustrado na Fig. 60.

Nesta figura, F, é a vazao de alimentagao (volumétrica), C'4. é a concentracao de A na alimentagao
do primeiro reator, k; (i=1,2) é a constante de reacao, V; (i =1,2) é o volume do liquido reacional e
Ca; (i =1,2) é a concentracao de A em cada reator. Considerando que o volume reacional é constante
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Figura 59: Reatores CSTR em série.

e que as taxas de reacdo sao iguais a k1 C; (reator 1) e koC'f,y (reator 2), determine: i) os balancos de
massa para o componente A para o sistema apresentado - neste caso pode-se assumir que o coeficiente
estequiométrico com relacdo ao componente A ¢é igual a unidade; e i) o modelo linearizado sabendo
que as concentracoes no estado estacionario sao Cgiee € Caoee, respectivamente - neste caso considere
que C'aiee © Cpoee representam os referidos estados estaciondrios.

Questao 6) Em vérias aplicagoes em engenharia quimica a hipdtese de mistura perfeita é utilizada
no desenvolvimento de modelos. Na pratica, qual a vantagem da aplicacao desta hipétese? Em que
situagoes o uso desta hipdtese configura um erro grave?.

Questao 7) Matematicamente, os fenomenos observados na natureza podem ser representados por ex-
pressoes com diferentes niveis de complexidade. Neste contexto, pode-se encontrar modelos algébricos,
diferenciais, integro-diferenciais, entre outros. Em sua opinido, o que faz com que um mesmo fenémeno
possa ser representado por diferentes modelos?.

Questao 8) A equagao que representa a transferéncia de calor em um sélido transiente e tri-dimensional
com meio homogéneo e propriedades fisicas constantes é descrita como:

0 or 0 or 0 or . or

onde T é a temperatura, t é a varidvel temporal, x, y e z sdo as coordenadas espaciais, p é a densidade,
¢p é a capacidade calorifica, k; (i=z, y e z) é a condutividade térmica e ¢ é o calor trocado.

a) Simplifique o modelo acima de forma a representar a transferéncia de calor na aleta retangular
descrita pela Fig. 61. Para essa finalidade considere as seguintes hipéteses: ¢) a unica contribui¢ao
espacial relevante é na diregao de z; ii) a temperatura da parede (2=0) é igual a Tj; 7ii) em z=a o
sistema estd isolado termicamente; iv) estado estaciondrio; v) a condutividade térmica do material da
aleta é constante; vi) o coeficiente () para a transferéncia de calor por conveccao entre as superficies
da aleta e do fluido é constante e vii) o valor de ¢ é dado como:

_2a(c+Db)

e (T =Ta) (367)

qg=

em que a, b e ¢ sdo as dimensoes da aleta, o é o coeficiente de transferéncia de calor por convecgao e
T, é a temperatura do fluido.

b) A partir do modelo desenvolvido, encontre a versao adimensionalizada sabendo que:
(368)

(369)

Questao 9) Sejam dois tanques em série empregados para o aquecimento de um polimero, conforme
a Fig. 62. Sabendo que o aquecimento é realizado, em cada tanque, por uma serpentina que contém
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Figura 60: Transferéncia de calor em uma aleta.

vapor saturado (steam) a 500°C, que a temperatura de entrada no primeiro tanque é 25°C, e que em
cada um dos tanques tem-se 5000 kg de polimero, determine:

Steam Steam

A A

[ [
L |
I = T |:|L:| 2
E— - ————
F F F
o _ﬁ 1 _E 2

N

Figura 61: Sistema de tanques em série para aquecimento do polimero.

e os balancos de energia sabendo que: i) o calor transferido do vapor saturado para o polimero
em cada um dos tanques é Q; = US(Tsteam — T;) (onde U é o coeficiente de transferéncia de
calor; S é a area de troca térmica, T; é a temperatura no tanque i € Tyeqm € a temperatura do
valor saturado); i7) o volume em cada um dos tanques é constante; iii) as propriedades fisicas
sao constantes; iv) mistura perfeita; v) a temperatura de referéncia pode ser negligenciada e nao
tem trabalho de eixo; e vi todas as vazoes sao volumétricas.

e 0 estado estaciondrio para este modelo sabendo que: a vazao de alimentagéo no primeiro tanque
(F,) é 200 m3/min, U=245 KJ/(m? min °C), S=2 m?, a capacidade calorffica (Cj) ¢ igual a 5
KJ/(kg °C) e as densidades (p) sdo constantes e iguais a 2,5 kg/m>. Fisicamente, o resultado
obtido é coerente? Justifique a sua resposta.

Questao 10) A Figura 63 representa a variacao do rendimento em um reator ao longo do tempo em
que sdo conhecidos apenas alguns pontos experimentais (em quantidade limitada). Um engenheiro
propés um modelo matematico para representar o fendomeno em andlise. O que vocé afirmar sobre o
modelo ajustado no que tange os pontos experimentais disponiveis e o processo real? Justifique a sua
resposta.

Questao 11) A hidrélise do anidrido acético ((CH3CO)20) para formar dcido acético (CH3COOH) é
descrita pela reacao (CH3CO)20 + H2O = 2CH3COOH. Sabendo que: i) esta acontece em um reator
CSTR (Continuous Stirred-Tank Reactor) com volume igual a 1250 L; i7) a corrente de alimentagao
do reator contém 2,5 mol/L de anidrido acético e 50 mol/L de dgua; iii) a taxa da reagdo depende
de ambos os reagentes sendo a constante de reagao é igual 0,0075 L/(mol s); iv) o processo acontece
de forma isotérmica e v) a vazao é 15 L/s, determine os balangos de massa para o anidrido acético e
para a agua, bem como o(s) estado(s) estaciondrio(s) para o modelo desenvolvido.
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Figura 62: Rendimento de um reator versus tempo.

Questao 12) Considere uma reagdo A — B que acontece em um reator CSTR. Sabendo que esta reagao
é exotérmica faz-se necessario promover o resfriamento do liquido reacional de forma que um produto
secundério (nao desejavel) seja evitado. Para tal finalidade consideram-se duas camisas, denominadas
de Camisa 1 e Camisa 2, conforme ilustrado na Fig. 64.

Z;:Cp&p&}g, CAe T,C’p»p,F&, CA, CB

T S 2 2 2 .2
Tje,cpje.pje. e Tje,cpje-Pje. Fie

Reator

Camisal

1 1 1 41 2 2 2 g2
Z};ijapj:Fj 7} Jcpj ’p]’Fj

Figura 63: Representacao esquemdtica do reator CSTR com reagao exotérmica.

Determine os balangos de massa e de energia sabendo que: i) pode ser considerada mistura perfeita
e reagao de primeira ordem irreversivel; i7) nao existe mudanga de fase no reator e nas camisas; i)
os volumes (reator e camisas) podem ser considerados constantes; iv) as propriedades fisicas (reator
e camisas) podem ser consideradas constantes; v) todas as vazoes sdo volumétricas; vi) a troca de
calor entre o reator e as camisas pode ser representado, genericamente, por: U*AFAT (k=1,2), em
que U e AF representam os k-ésimos valores dos coeficiente globais de troca térmica e das dreas de
troca térmica, respectivamente e AT representa a diferenca de temperatura entre os equipamentos
que trocam calor (neste caso, em cada troca de calor o valor de AT deve ser definido). J4 para
a troca de calor entre as camisas tem-se U¢ e A° como sendo o coeficiente global de troca térmica
e a drea de troca térmica, respectivamente; vii) a temperatura de referéncia, o trabalho de eixo e
o calor perdido para o ambiente podem ser negligenciados no processo. Para fins da representacao
do modelo considere a seguinte notagao: t é o tempo; C'4 e Cp representam as concentracoes das
espécies A e B, respectivamente; T e Tf representam as temperaturas do reator e das camisas (k=1,2),
respectivamente; F e ij representam as vazoes do reator e das camisas (k=1,2); C4. é a concentracao
de A na alimentagao (A é alimentado puro); T, e T]ke representam as temperaturas de entrada do reator

e das camisas (k=1,2); V e VJk sao os volumes do reator e das camisas (k=1,2); p e pf representam as
densidades no liquido reacional a nas camisas (k=1,2); ¢, e C];j sao as capacidades calorificas do liquido
reacional e das camisas (k=1,2); (—AHR) é o calor da reagao (considerado constante); e a constante
da reacao (k,) é dada pela equagao de Arrhenius (fungao da temperatura). OBS: os subscritos e e s
representam a entrada e a saida, respectivamente. Os subscritos 1 e 2 apresentados na Fig. 40 dizem
respeito a cada uma das camisas. As condigoes inicias sao dadas como C4(0)=Cn., Cp(0)=Cpo,
T(0)=Ts, 1}1(0):1’}0 e T]-Q(O):Tfo, respectivamente. Finalmente, considera-se que a temperatura le
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é maior do que a temperatura Tj2.

Questao 13) Um engenheiro desenvolveu um modelo matematico ndo linear para representar a dinamica
de um processo em engenharia quimica. Ao calcular o estado estaciondrio o engenheiro percebeu que
a solugao obtida nao tinha significado fisico. Em sua opinido, qual(is) o(s) fator(es) que explica(m) o
resultado obtido?.

Questao 14) Considere o modelo de transferéncia de calor transiente e unidimensional dado como:

0T 9°T

em que x [m] e t [s] representam as coordenadas espacial e temporal, respectivamente, 7' [°C] é a
temperatura, p [Kg/m?] e ¢, [J/(Kg °C)] representam a densidade e o calor especifico, k [J/(m °C
s)] é a condutividade térmica, g, [J/(m3 s)] é o calor metabdlico, e que o é a ordem da derivada
(adimensional). Esse modelo é dimensionalmente consistente?. Em caso negativo, o que vocé poderia
fazer para corrigir o mesmo? Justifique a sua resposta.

Questao 15) Um engenheiro recebeu a tarefa de modelar e validar (experimentalmente) um processo
que acontece em um reator no formato cilindrico. Durante o experimento para o levantamento das
informacoes necesséarias para a validacao do modelo em questao, houve um periodo em que faltou
energia e o mecanismo de agitacao ficou sem funcionar. Mesmo com este imprevisto o engenheiro
resolveu terminar o experimento. Ao realizar a comparacao com o modelo desenvolvido o engenheiro
percebeu uma discrepancia significativa entre os pontos preditos pelo modelo e os dados experimentais
coletados no periodo em que houve falta de energia. Em sua opinido, o que justifica esta diferenca?
E qual(ais) o(s) procedimento(s) para resolver tal problema?.

Questao 17) Considere um sistema constituido por dois tanques cilindricos interconectados em que
sao adotadas as seguintes hipéteses: i) a densidade em cada um dos tanques é constante e igual a p (2
kg/m3); i) as dreas da secdo transversal em cada um dos tanques sdo todas constantes e iguais a A (1
m?); i4i) as condigoes iniciais em cada um dos tanques sdo dadas por hio e hoo, respectivamente; iv)
a vazao de entrada em cada um dos tanques é dada por F, (2 kg/s) e $1v/h1 — ha, respectivamente
(em que h; é a altura do tanque i (hy > hg) e 1 é uma constante igual a 0,5 m?®°/s); v) a vazdo de
saida no 1ltimo tanque é dada por B2v/ha, em que B2 é uma constante igual a 0,75 m?5/s. A partir
destas informagoes determine: i) o modelo matematico que representa a variagao da altura em cada
um dos tanques; i) a condigao de estado estacionério para este sistema e iii) o modelo linearizado.
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6 Introducao a Analise Dinamica de Sistemas Lineares e Nao Line-
ares

Este capitulo tem por objetivo apresentar aspectos gerais no que tange a andlise de sistemas lineares
e nao lineares com énfase em estudos de caso classicos e de engenharia quimica.

6.1 Definigcoes Basicas
6.1.1 Sistema Linear x Sistema Nao Linear

Do ponto de vista fisico, um sistema é dito linear se 0 mesmo atende ao principio da sobreposicao de
efeitos. Para evidenciar esse conceito, suponha um sistema linear com condic¢éo inicial nula conforme
a Fig. 65:

entrada B} ] saida
Sistema Linear ——¥»

entrada N saida
X1 — WM
X2 — Y2

X1+ X3 - Y1t

Figura 64: Principio da Sobreposicdo de Efeitos.

Nesta figura observa-se que, para uma entrada x; a resposta do sistema ¢é y;. Ja se a entrada for
X2 a respectiva saida é yo. Todavia, se uma nova entrada for composta pela soma de x1 e 2 e a saida
for igual a soma das saidas individuais y; e y2, pode-se afirmar que existe a superposicao de efeitos.
Assim, se este principio é atendido, o sistema em andlise é dito linear. Intuitivamente, se este principio
nao é verificado, o sistema é dito nao linear.

Do ponto de vista matematico, um sistema é dito linear se TODOS os critérios abaixo forem
satisfeitos simultaneamente:

e O vetor de varidveis de interesse (em andlise) tem poténcia igual a unidade (positiva). Por
exemplo, a funcao x® é linear se, e somente se, x for a nossa varidvel de interesse e a for igual a
1. Para qualquer outro valor de a diferente da unidade, o modelo é nao linear.

e Nio existe produto (ou divisdo) entre varidveis de interesse. Por exemplo, a funcdo z? é nao

linear pois 22 ¢ igual ao produto de  versus x (também pode-se dizer que a poténcia ¢ diferente
da unidade, isto é; para este caso a poténcia é igual a 2). A funcdo 1/x é nao linear pois a
mesma pode ser escrita como z 7!, cuja poténcia é diferente de 1 positivo.

e O vetor de varidveis de interesse nao pode estar dentro de nenhum argumento matematico
(seno, cosseno, tangente, exponencial, logaritmo, entre outros). Por exemplo, se x é a varidvel de
interesse, a fungao sin(z) é nao linear pois a varidvel = estd dentro de um argumento matematico.

Todavia, se pelo menos um destes nao for satisfeito, o modelo é dito nédo linear. E importante
destacar que estes testes sao aplicados ao conjunto de varidveis de interesse, isto é; primeiramente
deve-se definir em relagao a quem serd realizado os testes.

No caso de um sistema de equacoes, se pelo menos uma das equacoes for nao linear, o sistema é
classificado como nao linear. Como exemplo, considere o sistema formado por duas equagoes algébricas
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cujas variaveis de interesse sao x; e xa:

{ fi(zy, ) = a1 + 20 =2 (371)

fo(xy,29) =21 — IL‘% =0

Para este caso, f1 é linear com relacdo a x; e x2 (jd que os trés critérios sao satisfeitos para cada
uma das varidveis de interesse). Por outro lado, fo é nao linear visto que zo estd elevado a uma
poténcia diferente da unidade. Assim, este sistema é classificado como nao linear.

Também enfatiza-se que, se o modelo em andlise for diferencial, a varidavel independente nao entra
na analise da linearidade, isto é; a andlise sempre € realizada em funcao das varidaveis dependentes.
Para fins de aplicagao considere a seguinte equacao diferencial ordindria de segunda ordem:

Py . dy

a— +b—=+cy=d 372

dz? de Y (372)
onde x é a varidavel independente e y € a varidvel dependente. Conforme descrito a pouco, a linearidade
sempre é avaliada em relacao a varidvel dependente (varidvel de interesse). Neste caso, se a, b, c e
d nao dependem de y o modelo dado pela Eq. (373) é linear, visto que TODO operador diferencial
é, naturalmente linear (as derivadas primeira, segunda, ...., sdo sempre lineares) e na terceira parcela
(cy) a variavel dependente y atende os critérios apresentados anteriormente.

Se por exemplo a for igual a sin(x), a equacao diferencial continua sendo classificada como linear,
visto que somente as variaveis dependentes sao consideradas na andlise. Todavia, se por exemplo ¢ for
uma funcao qualquer de ¥, existird o produto de uma funcéo de y com o proprio y na terceira parcela
desta equacao, o que implica que o modelo serd nao linear.

De forma geral, pode-se considerar os operadores diferenciais como se fossem novas variaveis (ape-
nas para testar o modelo no que tange a linearidade). Por exemplo, considerando o modelo dado pela

2 d
Eq. (373), pode-se definir a2 e cTy como sendo duas novas variaveis dependentes. Assim, se a, b, c e
x x
: . . Py dy L .
d forem lineares, o modelo serd linear visto que y, —5 e —= satisfazem os critérios para classificagao

x
apresentados. Por outro lado, considere o seguinte modelo diferencial:
d?y\" dy\™
— Y — =d
a <dx2) + (dx> +cy (373)

Para esta aplicagao, se a, b, ¢ e d forem lineares mas n e/ou m forem diferentes da unidade, o
modelo serd nao linear visto que o operador diferencial terd poténcia diferente da unidade.

Finalmente, enfatiza-se que a classificacao do modelo é de fundamental importancia visto que, por
exemplo, a escolha da metodologia mais adequada para a andlise (ou resolugao) deste é fungao desta
classificacao. Por exemplo, as técnicas para a resolucao de equagoes diferenciais vistas no Calculo
Diferencial e Integral dependem da classificagdo destes modelos diferenciais.

6.1.2 Autovalor e Autovetor

Sendo A uma matriz de ordem n x n (quadrada), define-se um autovalor de A como sendo um escalar
A se existe um vetor v (nx 1) nao-nulo tal que Av = Av. Todo vetor v que satisfaz essa relagao é
denominado um autovetor de A correspondente ao autovalor A. Para determinar A, como Av = \v =
(A-X1I)v =0 (I éamatriz identidade com ordem n x n), entdo deve-se resolver a seguinte equagao:

det(A — \) =0 (374)

A Equagao (375) é denominada de polindmio caracteristico pois resulta em uma func¢ao polinomial
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de grau n em \. As raizes do polinémio caracteristico sdo os autovalores da matriz A. Para cada valor
de ) obtido deve-se determinar, pelo menos, um v correspondente. Para se encontrar os autovetores
basta substituir o valor do autovalor na equacao original e encontrar o autovetor. O autovalor serd,
entao, associado ao autovetor encontrado. Em resumo:

e Para determinar os autovalores associados a uma matriz A deve-se resolver a equacao carac-

teristica det(A - A\I)=0;
e Para determinar os autovetores v de A deve-se, para cada A obtido, resolver a equacao Av=>v
ou (A - Al)v =0.
Aplicagao Pratica

Determine os autovalores e os autovetores associados a matriz A definida como:

A—[;’ ﬂ (375)

O primeiro passo é determinar os valores de A a partir da obtencdo do polinémio caracteristico.
Por se tratar de um sistema onde a ordem (n) é igual a 2, o polinémio caracteristico serd uma fungao
polinomial quadrética. Aplicando a Eq. (375):

det [3 ﬂ-x[é (” —0 (376a)
A I
det([3;>\ 14A]>:o (376b)
(B3-=N(1-X)—-8=0 (376¢)
M4\ -5=0 (376d)

A equacao quadrética resultante possui solucao analitica. Assim, aplicando a Férmula de Bhaskara
obtém-se duas raizes, a saber, A\1=5 e A\g=-1. Para calcular os autovetores associados a cada A deve-se
avaliar a equacdo (A - AI)v = 0, isto é:

3—A 4 vp | |0
eI o
Assim, para A essa equagao se torna:
-2 4 vp | |0 —2v1 +4vy =0
{2 —4][112]_[0]2{ 201 — dvg = 0 (378)

Neste caso, explicitando, por exemplo, v1 em funcdo de vo em qualquer uma das duas equagoes
obtém-se v1=2vs. Assim, o vetor solucdo é definido em funcao do valor de vs, isto é:

][]

Esta relacdo indica que, para qualquer vy pertencente ao campo dos reais, o vetor v’ =[vy vo] pode
ser avaliado para um determinado valor de vo. Em resumo, existem infinitas combinacoes de vy e v

que formam um autovetor para o autovalor A\;=5.
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Analogamente para Ay=-1 pode-se escrever:
4 4 v | 0 dv1 +4v9 =0
[2 2}[@2}_[0]:{21114—2@2:0 (380)

Neste caso, explicitando, por exemplo, v; em funcdo de vo em qualquer uma das duas equagoes
obtém-se v1=-v5. Assim, o vetor solucao é definido em func¢édo do valor de vo, isto é:

1 —V2 -1
= = = 381
Como discutido para o primeiro autovalor, definindo um nimero real vz, o vetor v7'=[v; vs] pode

ser avaliado. Em resumo, existem infinitas combinacoes de v e vo que formam um autovetor para o
autovalor Ag=-1.

6.1.3 Matriz Jacobiana

Dado um sistema com m equagdes f; (i=1, 2, ..., m), a matriz Jacobiana reine as informagoes sobre
a variacao da i-ésima funcao com relagao a j-ésima varidvel em andlise (j=1, 2, ..., m). Matematica-
mente, para o sistema descrito a seguir:

f1($17 $27 ey $m) == O
fg(xl, Ly eeny xm) =0

(382)
fm(xlvx% --~7xm) =0
a matriz Jacobina (J) é dada por:
[ O Of o Of ]
ox1 Oxa 0T,
o 0 O
J=| 9z1 Oz 0T, (383)
O Un . O
| Ox1 Oxg 0T |

Esta apresenta uma série de aplicagoes em diferentes campos da ciéncia, dentre as quais pode-se
citar o seu uso em anélise de sistemas, linearizacao, otimizacao e controle.

6.1.4 Plano de Fases

O plano de fase (ou retrato de fase) corresponde a uma exibi¢ao visual de certas caracteristicas de
alguns tipos de equagoes diferenciais, isto é; um plano de coordenadas com eixos sendo os valores das
variaveis de estado (dependentes) (Bequette, 1998).

Para exemplificar este conceito, considere um reator CSTR em que ocorrem as reagées A - B — C
e 2A — D, onde kap, kpc e kap sdo as constantes de reacdo referentes a reacdo de A para B, de B
para C e A para D, respectivamente. Sabendo que A puro é alimentado a uma vazao constante (F') e
que o volume é considerado constante (V'), o modelo matemético que descreve o a concentragao (C)
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das espécies A e B em funcao do tempo t no reator é dado por Bequette (1998):

dC'4 F 2

|V (Car = Ca) = kapCa = kapCi [ Ca(0) = Ciae } (384)
d F ’ C O — C o

%5 0+ kasCa — kO 5(0) = Cp

onde U4y ¢ a concentracao de alimentacao da espécie A.

Sabendo que kap ¢ igual a 5/6 min~!, kpc é igual a 5/3 min~!, kap é igual a 1/6 1/(mol min),
Cay € igual a 10 mol/l e F/V igual a 4/7 min~!, objetiva-se determinar os perfis dindmicos para
ambas as concentracoes, bem como o respectivo plano de fase. Para essa finalidade consideram-se a
combinacao entre as seguintes condigoes iniciais: C4o=Cpo,=[0,1 1,2 2,3 3,4 4,5 5,6 6,7 7,9 8,9 10] e
um tempo de simulacao igual a 2,5 min.

Nas Figuras 66(a) e 66(b) sao apresentados os perfis dinamicos para as concentragoes das espécies
A e B, respectivamente. Nestas figuras percebe-se que, independentemente das condigoes iniciais em-
pregadas na simulacao, que ambas as concentragoes caminham para a condicao de estado estacionario,
isto é; Cyee=3 mol/l e Cpe=105/94 mol/l. J4 na Figura 66(c) é apresentado o plano de fase que re-
laciona, para cada condigao inicial, o caminho percorrido por cada concentracao até alcancar o estado
estaciondrio, representado no grafico por e.

(C) Ca x Cp.

Figura 65: Perfis dinamico e plano de fase para o problema do Reator CSTR.
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6.1.5 Critério de Estabilidade

Seja o sistema diferencial linear descrito como segue:

1 a1 a2 -+ Gim 1

) T2 azy Gz - A2y T2

t=Ar=| | | = . . . . (385)
Tm Aml Am2 *°° Amm Tm

em que x é o vetor de incégnitas (& representa o vetor com as derivadas do vetor x em relagdo a
variavel tempo), A é uma matriz com coeficientes a;; (=1, 2, ..., m e i=1, 2, ..., m) constantes.

Para avaliar a estabilidade do sistema descrito pela Eq. (386) é necessdrio avaliar os autovalores
(M) da matriz A. Neste caso, como o sistema tem dimensao igual a m, um polindmio caracteristico de
m-ésimo grau em relacdo aos autovalores A deve ser obtido, bem como deve ter as raizes determinadas e
analisadas. Assim, a partir dos valores encontrados para as raizes do polindmio caracteristico, pode-se
analisar o sistema de acordo com a estabilidade, conforme segue:

e Se a parte real de TODOS os autovalores forem negativas o sistema é dito ESTAVEL;

e Se pelo menos a parte real de UM dos autovalores for positivo (ou igual a zero) e o restante dos
autovalores forem negativos o sistema é dito INSTAVEL;

e Se a parte real de TODOS os autovalores forem positivos (ou igual a zero) o sistema é dito
INSTAVEL;

e Se TODOS os autovalores forem complexos conjugados, o sistema terd comportamento do tipo
espiral se a parte real dos autovalores conjugados tiverem sinais contrarios;

e Se a parte real de TODOS os autovalores forem iguais a zero e existir parte imaginédria conjugada,
o sistema ¢é periédico (ciclico).

6.2 Sistemas Lineares

Nesta secao objetiva-se avaliar sistemas dinamicos lineares classicos para fins da caracterizagao da
estabilidade via computo dos autovalores e andlise do plano de fases.

6.2.1 Ponto de Equilibrio Estavel

Considere o sistema linear S| definido como:

CL:l = —I, 331(0) = T1o (386)
X9 = —4xg, x2(0) = x90 (387)

em que ] € T2 sao as variaveis dependentes com condicoes iniciais dadas por 1, € x20, respectivamente.

Este sistema pode ser organizado no formato ¢ = Az, em que A é dado por:

A= [ _01 _04 ] (388)

De posse dessa matriz, o sistema acima pode ser avaliado de acordo com a estabilidade. Neste
caso, deve-se obter o polinémio caracteristico via resolu¢ao da equagao det(A — AI) = 0, que para este

sistema é dado como:
-1 0 10
N RIE s
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det <[ _10_A _40_A D =0 (389b)

(—1—A)(=4—X) =0 (389¢)

cuja solucao é A\j=-1 e A\o=-4. Como todos os autovalores sao reais e menores do zero, implica que
o sistema S ¢é estavel. Na pratica isso significa que ao simular este modelo, o mesmo ird caminhar,
independentemente da condigao inicial considerada, para uma condicao de estado estacionario estavel
quanto o tempo tender a infinito. Para fins de validacao, considere a simulagdo do sistema S para
diferentes condigoes iniciais dadas pela combinagao entre x1, € x2, (z1o=[-1-0,5-0,25 0,25 0,5 1] e
z2.=[-1 1]). Neste caso, cada condi¢ao inicial é definida como: {[x1o z2]=[-1 -1]; [T10 Z2,]=[-0,5 -1];
[T10 X20]=[-0,25 -1]; ... ; [x16 X20]=]0,5 1]; [x10 T20]=[1 1]}. A Figura 67 apresenta o plano de fase para
o sistema Sj considerando as combinagoes entre 1, € x9, para um tempo total de 50 u.t. (unidades
de tempo).

0.5

-0.5

-1 -0.5 0 0.5 1

X

Figura 66: Plano de fases para o sistema S1.

Nesta figura percebe-se que, independentemente da condi¢ao inicial considerada para simular o
modelo, o sistema sempre converge para o ponto (0,0), que é a condi¢ao de estado estaciondrio para
este modelo. Isto se deve ao fato do sistema ser estdvel e possuir apenas como estado estaciondrio o
ponto (0,0). Assim, como o sistema é estdvel o mesmo ird caminhar para o referido ponto.

E importante ressaltar que, conforme descrito anteriormente, o estado estacionario é obtido quando
as variaveis dependentes nao sdo mais funcao do tempo, isto é; para ¥1=x2=0, o que implica em:

0=—a (390)
0= —day (391)

que resulta, naturalmente, no referido vetor solugéao no estado estacionario.

6.2.2 Ponto de Equilibrio Instavel

Considere o sistema linear S5 dado como:

¥ = —x1, 21(0) =z, (392)
.CU.Q = 4:82, :EQ(O) = T2 (393)

em que ] e x2 sao as variaveis dependentes com condicoes iniciais dadas por 1, € x20, respectivamente.
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Organizando o sistema no formato & = Az, em que A é dado por:

-1 0
A= 4
[ e ] (304)

Analogamente para o que foi apresentado para o sistema S7, deve-se obter o polindmio caracteristico
via resolucao da equagao det(A — AI) = 0, que para este sistema é dada como:

det([_ol N—A[é ?D:o (395a)

det([lo)\ 4EAD:O (395b)

(—1=X)(4—-A) =0 (395¢)

cuja solugao é A\;j=-1 e Ao=4. Como cada um dos autovalores sdo reais mas tem sinais distintos (um
é positivo e o outro é negativo), o sistema Sy é instavel. Como demonstrado para o sistema Si, o
ponto estaciondrio para este sistema é (0,0). Todavia, ao simular este modelo considerando diferentes
condigbes iniciais dadas pela combinagao entre z1, e x2, (z1,=[-0,1 -0,05 -0,025 0,025 0,05 0,1] e
T2,=[-0,04 0,04]) e para um tempo total de 50 u.t. (unidades de tempo), observa-se na Fig. 68 que o
sistema Sy nao converge para o ponto (0,0), mas sim para infinito. Isto se deve ao fato deste sistema
ser instavel, isto é; o mesmo nunca caminhara para o ponto (0,0).

6

=10

5
X, x107

Figura 67: Plano de fases para o sistema Ss.

6.2.3 Ponto Fonte Espiral
Considere o sistema linear S3 definido como:

T = 1 + 279, :El(O) = T1o (396)
To = —2x1 + 22, I‘Q(O) = T2 (397)

em que 1 e x2 sao as variaveis dependentes com condicoes iniciais dadas por 1, € x20, respectivamente.

Organizando este sistema no formato & = Ax, a matriz A é dada por:

A=t (39)
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Analogamente ao que foi apresentado para os sistemas S; e Sz, a matriz A é empregada para
montar o polinémio caracteristicos, cujos autovalores sdo: A\;=1+2i e A\o=1-2i. Assim, este sistema
também é instavel, visto que ambos os auto valores sao reais positivos. Este modelo é simulado
para diferentes condigbes iniciais, dadas pela combinacdo entre x1, € 2o (z1o=[-2 -1 -0,5 0,5 1 2] e
T2,=[-0,5 0,5]) e para um tempo total de 10 u.t. (unidades de tempo). Observa-se na Fig. 69 que,
independentemente da condicao inicial considerado, o sistema S3 diverge para infinito na forma de
uma espiral. E importante destacar que, por conta da escala apresentada nos eixos das abscissas e
ordenadas, tem-se a impressao que o sistema sempre parte do ponto (0,0), o que nao é verdade.

%104

-3 4
-2 -1 0 1 2
X, x10%

Figura 68: Plano de fases para o sistema Ss.

6.2.4 Centro

Considere o sistema linear S4 dado como:

.fl = —X1 — T2, .1:1(0) = 1o (399)
To = 4x1 + T9, 1‘2(0) = T2, (400)

em que ] € x2 sao as varidveis dependentes com condicoes iniciais dadas por x1, € x20, respectivamente.
Este sistema pode ser organizado no formato & = Az, em que A é dado por:

A= [ _41 _11 ] (401)

Para esta matriz A, as raizes (autovalores) do polinémio caracteristicos sao: A\;=0+1,7321i e
Ao=0-1,73214. Assim, como tem-se como vetor solugao nimeros complexos conjugados e a parte real
dos mesmos é zero, o sistema é periddico (ciclico). Simulando este modelo para diferentes condigoes
iniciais, dadas pela combinagao entre x1, e x2, (z1o=[-1-0,5-0,25 0,25 0,5 1] e x2,=[-0,5 0,5]) e para
um tempo total de 10 u.t. (unidades de tempo), observa-se na Fig. 70 um comportamento periédico
do modelo, isto é; os perfis apresentam ciclos e nao convergem para nenhum estado estacionario.

6.3 Sistemas Nao Lineares

Para que a andlise apresentada para um sistema linear possa ser aplicada a um nao linear é necessério
reescrever 0 mesmo como um equivalente linear. Neste contexto, considere o seguinte sistema nao
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-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
1

Figura 69: Plano de fases para o sistema Sy.

linear:
il = fl(wl,.%'g, ...,.%'m), .%'1(0) = 1o

To = fo(x1,22, ..., Tm), 2(0) = x20
2 = fa(xy, @2 ), x2(0) = a9 (402)

Tm = (21,22, .., Tm), Tm(0) = Tmo
em que x é o vetor de varidveis dependentes (e & é a representagao das derivadas de z em relagdo ao
tempo), e z;, (i=1, 2, ..., m) s@o as i-ésimas condigdes iniciais associadas ao vetor x.

Conforme visto anteriormente, transformar um sistema nao linear em um equivalente linear consiste
na linearizagao do modelo nao linear. Para essa finalidade, a linearizacao do modelo nao linear original
em torno do ponto genérico P, (estado estaciondrio para o modelo nao linear) é dado pela seguinte
relacao:

ron on .. Oh 7
. oz Oxa Orm
o ofr  0f2 ... 0b 1 o
o ory Oxa OTm, X9 X920

=1 . o . s =0)=1] . (403)
8$1 81’2 azm
L - PL
Jacobiana

Assim, avaliando a matriz Jacobiana (J) no ponto Pr a mesma se torna uma matriz onde todos
os valores sao constantes. Neste caso, a andlise de estabilidade de um modelo nao linear pode ser
analisada a partir da linearizacao do modelo, isto é; da obtencao e avaliacdo da matriz Jacobiana no
ponto estacionério (ou nos pontos estacionarios). Na pratica, a matriz A da equagao det(A — ) =0
para sistemas nao lineares é a prépria Jacobiana avaliada no ponto Py, isto é; em sistemas nao lineares
deve-se avaliar a equagao det(J — AI) = 0.

6.3.1 Reator CSTR Nao-Isotérmico

Considere um reator CSTR em que acontece uma reagao irreversivel nao-isotérmica de primeira ordem
(A se transformando em B) em que a temperatura é considerada varidvel, conforme a Fig. 71. O
objetivo deste estudo é apresentar os perfis de concentragao e de temperatura, bem como analisar a
estabilidade e a multiplicidade de solugoes.

Para a modelagem do problema em questao considera-se as seguintes hipdteses (Bequette, 1998):
i) propriedades fisicas constantes; ii) os volumes do reator e da camisa sdo considerados constantes;
i7i) nao existe mudanca de fase; iv) mistura perfeita; v) as vazdes (volumétricas) do reagdo sao
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Figura 70: Representagdo esquemdtica do problema do reator CSTR nao-isotérmico.

consideradas constantes; vi) reagao exotérmica irreversivel de primeira ordem; vii) a temperatura da
camisa é constante durante todo o processo; viii) apenas o componente A é alimentado no reator.
Com as hipéteses definidas, o balango global resulta na igualdade das vazoes de entrada do sistema.
Além disso, como a temperatura da camisa é constante durante todo o processo, pode-se escrever
apenas o balanco de energia para o reator.

e Balanco de massa para o componente A:

W L Cre=Ca)=r. Cal0) = Cug (404)
dt Vv

em que t é o tempo; Cy é a concentracdo do componente A; F e V representam a vazao e

o volume do reator (neste caso foi admitido que a vazao de entrada é igual a vazao de saida,

isto é; F' = F.); Cy4. é a concentragao na corrente de alimentagao do componente A; Cyp ¢ a

concentracao inicial do componente A dentro do reator e r é a taxa de reacdo, definida como:

r = ko exp (_RATE) Ca (405)

em que kg é o fator pré-exponencial, AE é a energia de ativacao e R é a constante de gases
ideais.

e Balango de Energia: Como descrito anteriormente, para o estudo em anélise (a temperatura da
camisa T} é constante, isto é; Tj. = T}), é necessario apenas o balanco de energia no reator,
dado pela seguinte relagao:

dr F (—AH) Uus

= (T.-T _
dt V( )+ pCp " VpC,

(T-Ty), T(0) =T (406)

em que T é a temperatura, T, é a temperatura de entrada no reator, Ty é a temperatura inicial
dentro do reator, (—AH) é o calor de reagao, p é a densidade, C), é a capacidade calorifica, U é
o coeficiente global de transferéncia de calor e S é a drea de troca térmica.

Estado Estacionario

Para analisar a estabilidade deste modelo é necessario linearizar o mesmo usando um ponto de re-
feréncia (que neste caso serd o estado estacionério). Assim, o primeiro passo consiste em obter o estado
estaciondrio fazendo com que as variaveis dependentes (C'4 e T') ndo mais dependam do tempo ¢. Ma-
tematicamente, esta condicao é determinada quanto as derivadas destas varidveis sao iguais a zero.
Neste caso, o sistema original, diferencial com relagdo ao tempo, torna-se um puramente algébrico,
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dado por (ja substituindo-se a expressao da taxa nestas relagoes):

F —AF

V(CAe - CAee) — ko exp ( RT.. >CAee =0 (407)
F (—AH) _AE Us
—(Te —Tee) + ——— ce = 5~ (Tee = Tj) = 4
1= Toe)+ CE e (T ) o = g (e = 1) =0 (108)

em que Cgee € Tpe representam o estado estaciondrio para a concentracdo do componente A e para a
temperatura, respectivamente.

O sistema acima ¢é nao-linear com relagao as varidveis de interesse (Cyee € Tte). Assim, 0 mesmo
deve ser resolvido via aplicacao de métodos numéricos apropriados. Todavia, este sistema tem uma
caracteristica especial, pode-se explicitar a varidvel C 4. na Eq. (408), isto é:

FcAe

= 4
CAee P Ve “AE ( 09)
X
0 p RT..
Neste caso, pode-se substituir esta relagdo na Eq. (409), obtendo-se a relagao f:
AE
(=AH)koFCypeexp | —
F(Te — Tee) RTee US(Tee — 7})
f= + - (410)
4 AE VpCy

pCu| F+koVexp | — RT.

O funcional f depende apenas da varidavel dependente T, isto é; a outra varidavel C'4.. foi eliminada
desta relacao. Assim, considerando os parametros apresentados na Tab. 5, o problema original, que
tinha duas varidveis, reduz-se a um equivalente com apenas uma varidvel dependente. Neste contexto,
este funcional pode ser plotado em funcao da varidvel T¢., como ilustrado na Fig. 72. Nesta figura
observa-se claramente que f cruza o eixo da temperatura trés vezes, o que implica que existem trés
solugoes, isto é; para a faixa de temperatura considerada (300< 7" <380 K) e para os parametros
considerados na Tab. 5, trés valores da temperatura satisfazem f igual a zero (e - Tee(1), @ - Tee(2) €
o - Tee(3)).

Tabela 5: Parametros considerados ma simulacdo estaciondria e dinamica do problema do reator ndo-
isotérmico.

Simbolo Valor Unidade
F 1 m?/h
V 1 m?
ko 34930800 h—!
(—AH) 5960 kcal /kgmol
AFE 11843 kcal /kgmol
p 500 gmol/m?
Cp 1 kcal/(kmol °C)
T, 298 K
Cae 10 kgmol /m3
U 150 keal/(°C h m?)
S 1 m?
T 208 K
R 1.987 kcal/(kgmol K)

Com os resultados obtidos para a temperatura no estado estacionario, pode-se estimar as respec-
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Figura 71: Multiplicidade de estados estaciondrios para o problema do reator CSTR nao-isotérmico.
tivas concentracoes no estado estaciondrio usando a Eq. (410). A Tabela 6 apresenta os trés estados
estaciondrios (F'F) obtidos.

Tabela 6: FEstados estaciondrios para o problema do reator nao-isotérmico considerando 300< T <380 K.

CAce (kgmol/m3) Tee (K)

EE; (o) 8,563 311,171
EE, (o) 5,517 339,097
EE; (o) 2,358 368,062

Analise de Estabilidade

Para avaliar a estabilidade do problema em andlise faz-se necessario, como o mesmo é ndo-linear, obter
a matriz Jacobiana (J) com relagao aos lados direitos das Egs. (405) e (407). Matematicamente, esta
é dada por:

i, AR -
. AE koAEC 4 exp <_RT>
—v koo |~ - RI?
J = (411)
AFE AFE
i pCh v + pCpRT? VG, |

De posse desta matriz pode-se determinar, para cada raiz obtida (ver a Tab. 6), os autovalores de J
através da determinagao das raizes do polindmio caracteristico (raizes da equagao det(J-AI)=0). Con-
forme procedimento apresentado anteriormente, os autovalores para cada um dos estados estacionédrios
sao apresentados na Tab. 7.

Tabela 7: Autovalores obtidos considerando cada estado estaciondrio para o problema do reator ndo-isotérmico.

CAee (kgmol/m?’) Tee (K) )\1 )\2
EE, (o) 8,563 311,171 -0,895 -0,518 Estével
EFE; (o) 5,517 339,097 -0,836 0,493 Instavel
EFE;5 (o) 2,358 368,062 -0,76540,9577 -0,765-0,957¢ Estavel

Nesta tabela conclui-se que os estados estaciondrios 1 e 3 sdo estdveis, ja que a parte real de
todos os autovalores sao negativos. Neste caso, mesmo que uma raiz seja fisicamente vidvel (como
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é o caso do segundo estado estacionério), se todos os autovalores nao forem negativos, esta condicao
nunca serd alcancada no processo real. Em resumo, mesmo que se tenha um estado estacionario viavel
fisicamente, o0 mesmo nunca sera alcangado se 0 mesmo for um ponto instavel.

Plano de Fases

Como apresentado anteriormente, o plano de fases é uma forma gréafica para avaliar a estabilidade dos
estados estaciondrios obtidos. Para essa finalidade, o modelo dinamico é simulado considerando-se
varias condigOes iniciais diferentes. Assim, considere a simulagao do sistema diferencial formado pelas
equagoes de balanco de massa e energia dadas pela combinagdao, um a um, dos seguintes vetores:
C4(0)=[0 2,55 7,5 10] e T'(0)=[300 350 380 400 450]. Para essa finalidade considere os parametros
apresentados na Tab. 5 e um tempo total de simulacao igual a 20 h. Na Figura 73 é apresentado o
plano de fases para o problema do Reator CSTR Nao-Isotérmico.

400 W\i
380
360

340

320

300

Figura 72: Plano de fases para o problema do reator CSTR ndo-isotérmico.

Nesta figura fica evidente que, por se tratar de um estudo que apresenta duas solugoes estaveis,
a saber, EE; (o) e EFE3 (o), a depender da condigao inicial considerada o processo caminha para
qualquer uma destas solugoes estaveis. Por outro lado, como o EE> (e) é instavel, o processo nunca
caminhard para esta condicado, independentemente do ponto de partida considerado.

6.3.2 Reatores CSTR Nao-Isotérmico em Série

Considere trés reatores de mistura perfeita em série conforme apresentado na Fig. 74 (Morari et al. ,
1978):

o L b L o
Ce C1 Cz C3

G T, G 1 G 1

N N N\ A

Figura 73: Reatores CSTR nao-isotérmicos em série.

Neste processo s@o consideras as seguintes hipéteses (Morari et al. , 1978): i) reagdo de primeira
ordem irreversivel A — B; 7i) volumes constantes; iii) vazoes volumétricas constantes; iv) trabalho de
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eixo negligencidvel; v) liquido nao volétil; vi) as perdas de energia sao negligencidveis; vii) propriedades
fisicas constantes; vii) a temperatura na camisa pode ser considerada, praticamente, constante durante
toda a operacao. Matematicamente, os balangos de massa para a espécie A e para a temperatura em
cada um dos reatores sao representado como segue.

e Reator 1:
v% V= F(Cy—C.), C1(0) = Cho (412)
va% =AHVr — hA(Ty = T¢) — pFep(Th — Te), T1(0) = Tho (413)
r1 = Crkoexp(—Q/Th) (414)

e Reator 2:
Vdd—cf =—Vry—F(Cy—C1), C3(0)=Ca (415)
pcpv% = AHVry — hA(To —T,) — pFep(To —T1), T2(0) = T (416)
ry = Coko exp(—Q/T3) (417)

e Reator 3:
Vdd—(’;?’ = —Vrs — F(C3 — Cy), C3(0) = Cso (418)
pch% = AHVr3s —hA(T5 —T,) — pFcp(T5 — Tz), T3(0) = T30 (419)
rg = Csko exp(—Q/T3) (420)

em que t é o tempo, C; é a concentracao da espécie A no i-ésimo reator (i=1, 2, 3), T; é a temperatura
o fluido reacional no i-ésimo reator (i=1, 2, 3), k, (10® h™!) é o fator pré-exponencial, Q (1,2x10%
°F) é um parametro que relaciona a energia de ativacio e a constante dos gases, h (5 BTU/(h ft2°F))
é o coeficiente de troca de calor, p (40 Ib/ft3) é a densidade, T, (530 °F) é a temperatura de entrada
no reator, T, (530 °F) é a temperatura da camisa, AH (4x10* BTU/Ib) é o calor da reacdo, A (50
ft2) é a drea de troca térmica, V (25 ft3) é o volume, ¢, (0,5 BTU/(Ib °F)) é o calor especifico, F' (25
ft3/h) é a vazao, C. (0,20 mol/ft3) é a concentragdo na alimentacdo no primeiro reator e 7; é a taxa
da reacdo no i-ésimo reator (mol/(ft> h)). Para esta aplicacdo deseja-se obter o estado estacionério
e avaliar se o mesmo ¢ estavel ou nao sabendo que Cj, (i=1, 2, 3) e T}, (i=1, 2, 3) representam as
condigoes iniciais para as concentracoes e temperaturas em cada um dos reatores, respectivamente.

Estado Estacionario

Inicialmente serd computado o estado estacionédrio deste modelo. Neste caso deve-se resolver o seguinte
sistema de equacgoes nao lineares:

0=-Vri—F(Cy —Ce)
0=AHVr —hA(T\ —T;) — pFecp(Th — Te)
0=—-Vry— F(Cy—Ch)
0= AHVry — hA(Ty — T.) — pFey(Ty — Th)
0=—-Vrs — F(C5— Cy)
0=AHVrs —hA(T3 — T,) — pFc,(T3 — T>)

o~ o~ o~ o~ o~ o~

com r; (=1, 2, 3) definido anteriormente.
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Neste caso, para resolver o sistema acima é utilizado o Método de Newton. Para essa finalidade
considera-se como estimativa inicial: C1=C=C5=0,5 mol/ ft3 e Ty =T>=T3=>500 °F e critério de parada
como sendo o somatério do médulo do erro absoluto entre duas iteracoes consecutivas menor que 1075,

A Tabela 8 apresenta os estados estacionarios obtidos para o problema do reator nao-isotérmico
em série.

Tabela 8: Estado estaciondrio para o problema do reator ndao-isotérmico em série.

Reator 1 Reator 2 Reator 3
C; (mol/ft3)  0,1964  0,1924  0,1879
T; (°F) 534,6933 538,5206 541,6759

Do ponto de vista matematico estes resultados estao em concordancia com aqueles reportados por
Morari et al. (1978). Fisicamente, como esperado, a concentragao da espécie A diminui ao longo dos
reatores, visto que A é convertido em B. Por outro lado, a temperatura aumenta do primeiro para o
terceiro reator, e todas ficam proximas, como esperado, da temperatura da camisa.

A Figura 75 apresenta os perfis de concentracao e temperatura para os reatores CSTR em série
considerando C1,=C%=C3,=0,5 mol/ ft3 e Tio=Tho=T3,=500 °F. Para essa finalidade foi utilizado o
Método de Runge-Kutta-Fehlberg (com 100 pontos igualmente espacados).

550
—Reator 1
—Reator 2 540
—Reator 3
530
@] —Reator 1
520 ——Reator 2
—Reator 3
510
500
10 15 20 0 5 10 15 20
t t
a) Concentragao. b) Temperatura.
G p

Figura 74: Perfis de concentracao e temperatura para os reatores CSTR em série.

Na Figura 75(a) observa-se que a concentracao decai mais rapidamente do primeiro para o terceiro
reatores, bem como a temperatura mais rapidamente do primeiro para o terceiro reatores, conforme
a Fig. 75(b). Por volta do tempo igual a, aproximadamente, 10 h tanto a concentragdo quanto a
temperatura se estabilizam, isto é; o processo entra em regime permanente. Cabe destacar mais uma
vez que, por se tratar de uma reacao quimica e A ser reagente, a concentracao de A ao longo dos
reatores diminui. J4 a temperatura aumenta ao longo dos reatores, sendo o terceiro o mais quente,
visto que a temperatura de entrada do terceiro reator é maor do que a do segundo, que é maior que
a do primeiro.

Analise de Estabilidade
Para avaliar a estabilidade do estado estacionario obtido, deve-se analisar o sinal da parte real dos

autovalores (\). Para essa finalidade deve-se resolver a equagao det(J — AI) = 0, em que J é a matriz
Jacobiana avaliada no estado estacionério e I é a matriz identidade. A matriz Jacobiana é dada como

120



segue.

Jii1 Ji2 0 0 0 0
Jog Joo O 0O 0 O
F
— 0 Jsz Jsu O 0
v F
J=1 0 = Jg Ju 0 0
v F
0 0 — 0 Js5 Jsg
v F
0 0 0 —  J Ji
I v Jes Jeo |
em que:
—ko exp(—Q/T1)V — F
Ji1 = v
g —C1koQ exp(—Q/T1)
12 — D)
17
AHk,exp(—Q/Ty)
Jo1 =
PCp
Ty — AHC1Qko exp(—Q/Th) N —hA — pFc,
22 5
T pey Vpep
—koexp(—Q/T2)V — F
J33 = v
Jar — —CkoQexp(—Q/T3)
34 — 5
15
AHk, exp(—Q/T»)
Juz =
PCp
I = AHCyQks exp(—Q/T3) N —hA — pFc,
44 5
15 pey Vpep
o exp(~Q/Ty)V — F
Js55 = v
Je = —C3koQ exp(—Q/T3)
56 — D)
13
AHko, exp(—Q/T53)
Jo5 =
PCp
g AHC3Qks exp(—Q/T3) N —hA — pFc,
66 D)
T3 pey Vpep,

Substituindo os parametros e o estado estacionéario obtém-se:

[ —1,0179 —0,0001 0 0 0 0
35,8310 —1,2045 0 0 0 0
S 1 0 ~1,0210 —0,0001 0 0
0 1 42,0270 —1,1653 0 0
0 0 1 0 ~1,0239 —0,0001
0 0 0 1 47,8521 —1,1321 |

A equagao caracteristica (det(J — AI)=0) para esta matriz é:

MO+ 6,56490° + 17,96120% 4 26, 2142)3 + 21, 52582 4 9, 4294\ 41,7215 = 0
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Avaliando numericamente essa equacao usando o Método de Newton obtém-se as seguintes raizes:

Ay = —1,1696 (431a
Ao = —1,0528 (431D
A3 = —1,0780 + 0, 0766i
As = —1,0780 — 0,0766i
As = —1,0031 + 0, 0427i
X6 = —1,0031 — 0,0427i

Como a parte real de todos os autovalores sdo menores do que zero, conclui-se que, para os
parametros considerados, o estado estacionario avaliado é estavel.

Plano de Fases

Por se tratar de um sistema com 6 equagoes, serd avaliada individualmente, para cada reator, as
varidveis concentracdo e temperatura. Para essa finalidade, considera-se que a condigao inicial do:

e reator 1 é dada pelo vetor [C1o Tio Cao Tao Cso T30]=[Cy T, 0,5 500 0,5 500];

e reator 2 é dada pelo vetor [C1o T1o Cao Too Cso T35]=[0,5 500 C,, T, 0,5 500];
e reator 3 é dada pelo vetor [C1o Tio Cao Tao Cso T30]=[0,5 500 0,5 500 C,, Ty,];

em que C, e T, sao vetores com 11 pontos igualmente espagados nos intervalos 0,05< C; <0,25 (i=1,
2, 3) mol/ft3 e 500< T; <600 °F(i=1, 2, 3), respectivamente. Neste caso, para cada plano de fases
combina-se C, e T, para gerar os perfis de concentracdao e temperatura de modo a verificar se a
simulacao dinamica caminha para a condicao de estado estacionéario obtida anteriormente.

A Figura 76 apresenta os perfis de concentracdo e temperatura para os reatores CSTR em série
considerando C1,=C%=C3,=0,5 mol/ ft3 e T1o=Tho=T3,=500 °F. Para essa finalidade foi utilizado o
Método de Runge-Kutta-Fehlberg (com 100 pontos igualmente espagados). Em cada uma destas figu-
ras percebe-se que, para as condigoes iniciais consideradas, o modelo sempre converge para a condigao
estaciondria C1=0,1964 mol/ft3; T1=534,6933 °F; Cy=0,1924 mol/ft3; T5=538,5206 °F; C3=0,1879
mol /ft3; T3=541,6759 °F. Na pratica, este resultado ilustra como, definida uma condicdo inicial, o
processo caminha para a condigdo estaciondria estavel. Cabe destacar que se existisse mais de uma
solucao estavel, conforme o estudo de caso anterior, a depender da condicao inicial o processo podeira
convergir para qualquer uma das duas solugoes estaveis.

6.3.3 Comportamento Cadtico e o Modelo de Lorenz
Comportamento Cadtico

Quando um parametro de um sistema é varidvel, as caracteristicas relacionadas ao mesmo podem mu-
dar (Bequette, 1998). Este parametro é denominado de parametro de bifurcacao. Pela mudanca deste
parametro, o modelo dinamico pode convergir para um ponto, pode apresentar um comportamento
oscilatorio ou pode até mesmo resultar em um comportamento dito cadtico. Em linhas gerais, o caos
pode ser interpretado como um sistema que pode apresentar um determinado tipo de comportamento.
Dentre elas, a alta sensibilidade as condicoes iniciais, o qual é responsavel em tornar esses sistemas
praticamente imprevisiveis (Bequette, 1998). Quando um modelo deterministico (sem erros associ-
ados) exibe caos, solu¢oes dinamicas com estados iniciais proximos divergem apds um horizonte de
previsibilidade. Assim, incertezas inerentes a qualquer medida fisica de um sistema real comprometem
as tentativas de previsibilidade do seu estado futuro.
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Figura 75: Plano de fasess para os reatores CSTR em série. O simbolo e representa o respectivo estado
estaciondrio em cada um dos reatores.

A teoria do caos pode ser considerada a terceira revolucao da fisica no século XX, depois da
teoria da relatividade e da mecanica quantica (Argyris et al. , 2015; Viana, 2018). Em geral, o com-
portamento cadtico pode ocorrer em diversos sistemas, tais como na fisica (turbuléncia fluida, laser,
circuitos eletronicos), em quimica (reacao de Belouzov-Zhabotinsky), biologia (processos bioquimicos,
sistemas neurais e cardiacos), ciéncias sociais (mercado de agoes, propagagao de doengas), dentre
tantos outros (Layek, 2015). No final do século XIX, o matematico Aleksandr M. Lyapunov (1857-
1918) contribui significativamente para andlise de sistemas dindmicos ao desenvolver sua teoria da
estabilidade (Monteiro, 2006). As ferramentas matematicas desenvolvidas por Lyapunov passaram
a ser amplamente utilizadas na andlise de uma classe particular de sistemas, como por exemplo, os
que apresentam comportamento cadtico, cuja dinamica pode ser quantificada através do expoente de
Lyapunov (Layek, 2015).

O desenvolvimento na compreensao e analise de sistemas dinamicos cadticos sé foi possivel gracas as
descobertas feitas pelo meteorologista Edward N. Lorenz (1917-2008) no inicio da década de 1960. Com
o auxilio computacional, Lorenz estudou a conveccao atmosférica utilizando um modelo simplificado
de equagoes nao lineares e concluiu que mesmo condigoes iniciais suficientemente préximas produziam
divergéncias nas solucoes das varidveis dinamicas Layek (2015); Viana (2018). A sensibilidade as
condigoes iniciais do modelo de equagoes atmosféricas ficou conhecida como efeito borboleta (Monteiro,
2006). Lorenz concluiu que o tempo, no sentido meteoroldgico, agiria de forma imprevisivel, pois um
erro nas medidas das condicoes climaticas devido a imprecisao comprometeria a validade de qualquer
previsdo futura.

Na pratica, para entender melhor o conceito de caos e o comportamento de um sistema cadtico em
funcao da escolha do parametro de bifurcacao, considere o modelo logistico discretizado dado como
(Bequette, 1998):

Ti+1 = Atl‘i(l — l'i), 1= 1, ey N (432)

em que x é a varidvel dependente, p é um parametro que deve ser analisado para entender como o
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mesmo influéncia o perfil do modelo discretizado e n é o nimero de pontos de discretizagao considera-
dos. Para essa finalidade, nas Figs. 77(a-e) sao apresentados os perfis considerando diferentes valores
para o parametro u ([1,5 2,6 3,2 3,55 4]), ponto de partida z; igual a 0,24 e n igual a 100 pontos de
discretizagao para a varidvel independente t. J& na Figura 77(f) é apresentado o perfil da varidvel
dependente x em fungdo do parametro de bifurcacao p para x1=0,6, 100 pontos discretizados e para
2,9 < pu<A4

0.34 ‘ : : : 07
0.32 ] 0.6
0.3 ] 05t
x x
0.28 ] 0.4+
0.26 ] 0.3
0.24 ‘ : ‘ : 0.2
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t
(a) p=1,5. (b) p=2,6.
0.8 T TR T T
0.7
0.8
0.6
=< 0.5 0.6
=
0.4
0.4
0.3
0.2 . ' ' * 0.2 ' ' : '
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t
(¢) u=3,2. (d) u=3,55.
1 1
081 1 0.8r
06" 061
> =
0.4 0.4 1
0.2 0.2+
0 : 0
0 20 40 60 80 100 3 :
t n
(e) u=4. (f)  versus p.

Figura 76: Perfis dinamicos e andlise do parametro de bifurcacao.

Ao analisar estes graficos observa-se claramente a influéncia do parametro de bifurcacao g nos
perfis da varidvel dependente z, isto é; com o aumento do valor de u o perfil de z migra de sistema
bem comportado (Fig. 77(a)) para um oscilatério (Figs. 77(b-d)) e, terminando, em um sistema com
comportamento caético (Fig. 77(e)). Assim, para valores de p menores do que, aproximadamente 3,
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é possivel observar um tunico estado estacionario, a partir do qual observa-se a bifurcagdo para dois
estados estacionarios até que p atinja, aproximadamente, o valor de 3,42. Para este parametro entre,
aproximadamente, 3,42 e 3,57 observa-se quatro estados estaciondrios. Ja para valores superiores o
nimero de solugoes duplica na medida em que o valor de p aumenta. Para este sistema, o caos acontece
para valores de p maiores do que 3,57 e menores do que 4. Cabe enfatizar que existem algumas janelas
em que o numero de solucoes reduz-se, como por exemplo, para p igual a, aproximadamente, 3,83,
onde o ntimero de solugoes é igual a trés.

A nao-linearidade deste tipo de sistema dificulta a determinacao do seu estado quando o tempo
tender ao infinito. Em sistemas cadticos percebe-se que as condigoes iniciais em um mesmo mapa
logistico, por exemplo, alteram o resultado final. Assim, ao se avaliar duas trajetérias de um sistema
cadtico considerando condigoes iniciais muito préximas, é possivel perceber que depois de um ntimero
finito de iteracgoes, as sequéncias se distanciam muito rapidamente, tendendo a uma distancia que
cresce de forma exponencial.

Modelo de Lorenz

Por volta de 1963 o meteorologista Edward Lorenz buscava compreender a dinamica atmosférica por
meio do estudo das solugoes de equacoes hidrodinamicas com intuito de explicar o comportamento
imprevisivel do clima. O modelo introduzido por Lorenz consiste em uma simplificacao grosseira de um
modelo atmosférico conhecido. Em seu modelo, Lorenz procurou descrever o movimento de convecgao
em uma célula de Rayleigh-Bérnard idealizada, o que permitiu reduzir a complexidade do modelo
que, originalmente, era representado por um sistema de equacoes diferenciais parciais e passou a ser
representado por um modelo descrito apenas por equagoes diferenciais ordinarias (Layek, 2015). O
modelo de Lorenz simplificado é descrito como:

&=o(y—x), 2(0) =,
j=rz—=zz—y, y0) =y (433)
Z=uzy—bz, 2(0) =z

em que x, y e z sao variaveis dependentes com condigbes iniciais definidas por x,, Yo € 2., respectiva-
mente, e o, T e b sao parametros que definem as caracteristicas do sistema em analise, conforme serd
visto posteriormente.

Para verificar o comportamento deste modelo, a seguir é apresentado o estudo de estabilidade para
diferentes combinacoes dos parametros deste sistema. Inicialmente serao apresentados os pontos de
equilibrio (estado estaciondrio) e a matriz Jacobiana. Em seguida serdao computados os autovalores
para cada ponto estaciondrio. Por fim serdo analisadas as influéncias dos parametros do modelo, bem
como da condigao inicial empregada na simulacao.

e Pontos de Equilibrio: Considerando &, ¢ e Z iguais zero na Eq. (434), obtém-se os seguintes
pontos de equilibrio para o Modelo de Lorenz em funcao dos parametros o, r e b:

Py = (0,0,0) (434a)

Py = (/b(r —1),4/b(r —1),r — 1) (434b)
Py = (—/b(r — 1), =/b(r — 1),r — 1) (434c)

em que se 0 < 7 < 1, a Unica solugao é o ponto Py e para r é maior do que 1, o sistema contem
os trés pontos de equilibrio (Py, P, e P).

e Estabilidade: Para analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema, deve-se obter a
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matriz Jacobiana J, que para o modelo de Lorenz é dada por:
—0 o 0

J=|r—z -1 —x (435)
Y x —=b

De posse da matriz Jacobiana, é possivel definir a estabilidade de cada ponto de equilibrio (P,
Py e P,) via anélise dos autovalores dessa matriz nas vizinhangas de cada um desses pontos.

Estabilidade de cada Ponto de Equilibrio para [¢ b r]=[10 8/3 0,5]

e Para este conjunto de parametros os pontos estaciondarios sao:

Py = (0;0;0) (436a)
Py = (1,1547005i; 1, 1547005i; —0, 5) (436Db)
Py = (—1,15470054; —1, 1547005i; —0, 5) (436¢)

e Matriz Jacobina para cada um dos trés pontos:

—~10 10 0

J(P) =105 -1 0 (437a)
0 0 —2,6666667
~10 10 0
J(Py) = 1 ~1 —1,1547005i (437b)
1,1547005i 1,1547005i —2,6666667
~10 10 0

J(Py) = 1 ~1 —1,1547005i (437¢)

—1,1547005¢ —1,1547005¢ —2,6666667

e Autovalores para cada um dos trés pontos:

Os autovalores sao obtidos a partir da resolucao da equacao caracteristica para o j-ésimo ponto
de equilibrio conforme a seguinte relagao:

det(J(P;) — \I) = 0 (438)

em que j=[0, 1, 2].

Para o ponto Py esta tem a seguinte forma:

—~10 10 0 100
det [ | 0,5 -1 0 ~Al0 1 0]]=0 (439a)
0 0 —2 6666667 00 1
~10—-X 10 0
det 0,5 —1-2\ 0 =0 (439D)
0 0  —2,6666667 — A

A qual resulta na seguinte equacao polinomial cibica:
— 23— 13,6666667\% — 34, 3333337\ — 13, 3333335 = 0 (440)

e que pode ser resolvida considerando, por exemplo, as Relacoes de Girard, a solucao analitica
para equacoes polinomiais cubicas, bem como métodos numéricos. Assim, para o ponto Py os
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autovalores (raizes da equagado) sdo: A1=-10,524938; A\2=-0,4750622 e A3=-2,6666667.
Analogamente, os autovalores para os outros pontos sao: P; (A;=-10,863181; A2=0,7005554 ¢
A3=-3,5040415) e P> (A1=-10,863181; A2=0,7005554 e A3=-3,5040415).

Para que o sistema seja estavel no ponto em andlise, a PARTE REAL de TODOS os autovalores
devem ser negativos. De acordo com os resultados apresentados, apenas o ponto Py apresenta a
parte real de todos os autovalores negativos, sendo o mesmo o tUnico ponto estavel do sistema.

Na Figura 78 sao apresentados os perfis dindmicos e os planos de fases para o Modelo de Lorenz
considerando [0 b r|=[10 8/3 0,5], [x0 yo 20]=[0 1 0] e tempo final igual a 10 unidades de tempo.

— X
0.8 -y 0.8
—Z
N 0.6 0.6
= >
<04 04
0.2 0.2
0 0
0 5 10 0 0.2 04 0.6 0.8
t X
(a) Perfis dindmicos. (b) z x y.
0.2 0.2
015 0.15
N 0.1 N 0.1
0.05 0.05
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X Yy
(c) z x d) y x 2.

Figura 77: Perfis dindmicos e plano de fases para o modelo de Lorenz considerando [o b r]=[10 8/3 0,5] e [z
Yo 20]:/0 1 0/

Na Figura 78(a) observa-se que os perfis de x, y e z convergem para o ponto (0,0,0) (estado
estaciondrio Py) quando tempo tende a 10 u.t., isto é; o sistema convergiu para o estado esta-
ciondrio estdvel. Ja nas Figuras 78(b,c,d) é possivel observar o caminho percorrido por cada
varidavel dependente até que o tempo total de simulacao seja alcancado. Neste caso, observa-se
que ao término de cada caminho, a variavel dependente assume o seu respectivo valor de estado
estaciondrio estdvel, isto é; (0,0,0).

Estabilidade de cada Ponto de Equilibrio para [c b r]=[10 8/3 21]

e Para este conjunto de parametros, os pontos estaciondrios (Egs. (435a)-435¢) sao:

Py = (0;0;0) (441a)
Py = (7,3029674; 7, 3029674; 20) (441b)
Py, = (—7,3029674; —7,3029674; 20) (441c)
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e Matriz Jacobina para cada um dos trés pontos:

—~10 10 0
J(P)=1] 21 -1 0 (442a)
0 0 —2,6666667
~10 10 0
J(P)) = 1 ~1 —7,3029674 (442b)
7,3029674 7,3029674 —2,6666667
~10 10 0
J(Py) = 1 ~1 7,3029674 (442¢)

—7,3029674 —7,3029674 —2,6666667

e Autovalores para cada um dos trés pontos:

A Tabela 9 apresenta os autovalores obtidos para o Modelo de Lorenz considerando [o b r|=[10
8/3 21].

Tabela 9: Autovalores obtidos para o modelo de Lorenz considerando [o b r]=[10 8/3 21].

Ponto A A9 A3
Py -20,673991 9,6739909 -2,6666667
P -13,426647 -0,1200098+-8,9123289: -0,1200098-8,91232893
P -13,426647 -0,1200098+-8.9123289: -0,1200098-8,91232893

Como observado nesta tabela, os pontos P; e P, sfo estaveis, visto que a PARTE REAL de
TODOS os auto valores sao negativos. Cabe enfatizar que os autovalores sao idénticos visto que
os pontos P; e P, apresentam uma certa simetria.

Na Figura 79 sao apresentados os perfis dinamicos e o plano de fases para o Modelo de Lorenz
considerando [0 b r]=[10 8/3 21], [zo yo 20]=[0 -1 0] e tempo final igual a 100 unidades de tempo.

Na Figura 79(a) é possivel observar que o sistema inicialmente oscila mas ao longo do tempo
estabiliza em torno ponto de estado estacionario Py (7,3029674; 7,3029674; 20). Os perfis de z e
y se sobrepoem, por isso nao é possivel ver claramente a dinamica de x ao longo do tempo. Ja
nas Figuras 79(b,c,d) é possivel observar o caminho percorrido por cada variavel dependente ao
longo do processo até alcangar o ponto P;. Observa-se em cada uma destas figuras que, ao longo
do tempo (Fig. 79(a)), o sistema oscila até atingir o estado estacionario. Assim, na medida em
que cada uma das varidveis dependentes tende a condicao de estado estacionario, é observada
suavizacao deste comportamento oscilatério na Fig. 79(a) e a aproximagcao deste ponto em cada
um dos graficos que representam os planos de fase deste sistema.

Para a simulagao anterior foi utilizado o ponto inicial [xg yo 2z0]=[0 -1 0]. Este resulta na
convergeéncia para o estado estacionario Pj, conforme apresentado na Fig. 79. Como este estudo
apresenta outro estado estaciondrio, a saber, o Py (-7,3029674; -7,3029674; 20), o mesmo sistema
serd simulado considerando os mesmos valores para os parametros ([0 b r]=[10 8/3 21]) mas
uma condigao inicial diferente, a saber, [xg yo z0]=[-20 10 10] para um tempo final igual a 100
unidades de tempo, conforme apresentado na Fig. 80.

Na Figura 80(a) observa-se que, para esta nova condi¢ao inicial, o sistema convergiu para o
ponto estacionario P». Assim, se o sistema em andlise tiver mais de um ponto estaciondrio
estavel, o mesmo podera ser alcancado dependendo da condigao inicial definida pelo usuério.
Posto isso, nesta figura também observa-se um comportamento oscilatério dos perfis de todas as
variaveis dependentes até que o estado estacionario seja alcancado. Além disso, observa-se uma
oscilacdo muito mais pronunciada do que o primeiro estudo de caso. Na pratica, isto implica
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Figura 78: Perfis dinamicos e plano de fases para o modelo de Lorenz considerando [o b r]=[10 8/8 21] e [xo

Yo 20]:/0 -1 0/

que o sistema oscila de modo que em varias vezes o sistema tende a caminhar para o ponto
estaciondrio P;, mas acaba convergindo para o ponto P;. Esta troca de estados estaciondrios
pode ser observada nas Figs. 80(b,c,d) para cada um dos planos de fase. A convergéncia para
um dado ponto estaciondrio se da por meio do chamado atrator, que representa, indiretamente

a forca com que um ponto estaciondrio ird atrair o sistema.

Estabilidade do Ponto de Equilibrio para [0 b r]=[10 8/3 28]
e Para este conjunto de parametros, os pontos estacionarios sao:
Py = (0;0;0)

P, = (8,4852814; 8,4852814; 27)
Py, = (—8,4852814; —8, 4852814, 27)

e Matriz Jacobina para cada um dos trés pontos:

~10 10 0
J(P)=| 28 -1 0
0 0 —2 6666667
~10 10 0
J(P) = 1 ~1 —8,4852814

8,4852814 §8,4852814 —2,6666667
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Figura 79: Perfis dinamicos e plano de fases para o modelo de Lorenz considerando [o b r]=[10 8/3 21] e [z

~10 10 0
J(Py) = 1 —1 8,4852814 (444c)
—8,4852814 —8,4852814 —2, 6666667

e Autovalores para cada um dos trés pontos:

A Tabela 10 apresenta os autovalores obtidos para o Modelo de Lorenz considerando [o b r]=[10
8/3 28]. Como pode ser observado nesta tabela, nenhum ponto estaciondrio é estével, visto que
nem todas as partes reais de cada autovalor sao negativas.

Tabela 10: Autovalores obtidos para o modelo de Lorenz considerando [o b r]=[10 8/3 28].

Ponto )\1 )\2 )\3
Py -22,827723 11,827723 -2,6666667
P -13,854578  0,0939556+10,194505:  0,0939556-10,194505¢
P, -13,854578  0,0939556+410,194505¢  0,0939556-10,194505¢

Na Figura 81 sao apresentados os perfis dindmicos e os planos de fases para o Modelo de Lorenz
considerando [0 b r]|=[10 8/3 28], [xo yo 20]=[0 1 0] e tempo final igual a 50 unidades de tempo.
Na Figura 81(a) observa-se que o sistema sempre apresenta comportamento oscilatério, isto é; o
mesmo nao converge para um ponto estacionario. Isto acontece por que, para os parametros de
entrada definidos ([0 b r|=[10 8/3 28]), este sistema nao apresenta nenhum ponto estaciondrio
estavel. Este comportamento oscilatério também pode ser observado nas Figs. 81(b,c,d) em que
o sistema fica oscilando entre os pontos (instéveis) P; e Ps. E importante ressaltar que, mesmo
que o tempo aumente indefinidamente, o sistema nunca convergira para qualquer um dos pontos
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Figura 80: Perfis dinamicos e plano de fases para o modelo de Lorenz considerando [o b r]=[10 8/3 28] e [z
Yo Z()]:/O 1 0/

A partir do que foi apresentado neste capitulo pode-se constatar que: i) um sistema pode apresentar
inimeros pontos estacionarios, todavia, somente os que forem estaveis poderao ser alcancados na
pratica; ii) para os sistemas que apresentarem mais de um estado estaciondrio estével, encontrar um
ou outro ponto estdavel dependera das condicoes definidas na entrada do processo; e #ii) a depender
dos parametros considerados em um dado sistema, o mesmo podera apresentar um comportamento
cadtico, o que nao pratica nao é interessante para os processos reais de interesse em engenharia.
Assim, é de fundamental importancia sempre analisar o processo de interesse de forma que todas as
informacGes sobre o mesmo possam ser conhecidas de modo a evitar problemas, principalmente as
relacionadas com os modelos nao lineares corriqueiros nas diferentes areas da ciéncia e engenharia.

6.4 Atividades

Questao 1) Considere um sistema reacional em que um reagente A é transformado em um produto
B na relagao 1/1. Sabendo que as propriedades fisicas, o volume (V') e a vazao volumétrica (F') sao
constantes, o modelo que representa os balancos de massa para as espécies A e B sao descritos como:

dCy F Ca

—_— e — — ki’ = o 44
7 V(CA Ca) it Ca Ca(0)=Cy (445)
dCg F Ca

—_— e — k*, == o 44
7t V(CB CB)-i- i+ Ca CB(O) Cp ( 6)

em que Cy. e Cp. representam as concentragoes de entrada no reator das espécies A e B, respec-
tivamente, Cxo e Cp, representam as concentragoes iniciais das espécies A e B dentro do reator,
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respectivamente, e k e k1 sao constantes que estao relacionadas com a reacao considerada.

Sabendo que Cgee € Cpee representam o estado estacionario para as espécies A e B, respectiva-
mente, determine, para este sistema, a condigao que deve ser satisfeita de forma que o sistema seja
sempre estavel.

Questao 2) Considere um reator bioquimico em que o consumo de substrato (x2) promove o cresci-
mento de biomassa (z1) e, consequentemente, a formagao de produto (z3) conforme o seguinte modelo
matematico:

dIl

o (1 — D)y (447)
dry U
7dt = D(xp xg) 7Y (448)
d:Eg
—= = —Dxs+ (ap+ 8)r1 (449)

dt

em que t é o tempo de operacdo, Y é o rendimento (0,4 g/g), B é uma constante cinética (0,2 h™1),
D é a taxa de diluicao (0,202 h™1), a é o rendimento especifico (2,2 g/g), e xr é a concentracio de
alimentacgao de substrato (20 g/L). A taxa especifica de crescimento (em funcao das concentragoes de
substrato e produto) é dada como:

_ Mmax(l - $3/Pmar)x2
km + @2 + k123

Iz (450)

em que P, é a produtividade méxima (50 g/L), k1 é uma constante cinética (0,04545 L/g), timaz €
a taxa de crescimento méaxima (0,48 h™!) e k,,, é uma constante (1,2 g/L).

Sabendo que x1,.=5,996 g/L, x2,.=5,011 g/L e 23,,=19,128 g/L é uma solugdo do modelo esta-
cionario, avalie se 0 mesmo é estavel ou nao.

Questao 3) Avalie se o modelo formado pelos balangos de massa para a concentragao do componente
A, C4, (Eq. (452)) e de energia para a temperatura T' (Eq. (453)) de um reator CSTR néo isotérmico
em regime estacionario é estavel ou instavel. Para essa finalidade, considere a seguinte condicao:
C'4=0,766137 g/L e T=336,821264 K.

11 —5960,241570'\ .,
5~ 750 — 34930800 exp <T> C2=0 (451)
1937 13 —5960, 241570
S ST 4 4163751 0 0? = 452
0~ 1097 416375 36exp< = )CA 0 (452)

Questao 4) O reator CSTR (Continuous Stirred-Tank Reactor) podem apresentar, devido as nao
linearidades inerentes nestes modelos, multiplos estados estacionarios. Neste caso, o processo pode
ser atraido para diferentes regides de operagao estacionaria. A Figura 82 apresenta a influéncia de
um parametro genérico X nos autovalores (parte real) de um sistema em particular. Que informagoes
vocé pode extrair deste grafico? Justifique a sua resposta.

Questao 5) Seja uma reacdo ay4A — apB que acontece em um reator de mistura perfeita isotérmico
(s e ap s@o os coeficientes estequiométricos e A e B s@o as espécies quimicas envolvidas). Sabendo
que: i) a vazao de alimentacao F' (volumétrica) é constante; ii) a taxa global da reagao r é k‘C’fl (Ca
é a concentracgao da espécie A, k é a constante de reagao e  é uma constante real); iii) somente A é
alimentado no reator (C4. ¢ a concentragao de A na alimentagao); iv) o volume V é constante; v) o
par Caee € Cpee representa a condicao estacionaria das espécies A e B, respectivamente; determine,
para o problema em questao, a(s) condigao(des) que deve(m) ser atendida(s) para que este sistema
seja estavel.
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Figura 81: Autovalores (parte real) versus pardmetro de interesse.

Questao 6) Considere um reator de mistura perfeita descrito pelo seguintes balangos:

VE =—-Vr—-F(C—-C,) (453)

dt
pch% =AHVr —hA(T —T¢) — pFe,(T — Te) (454)
r = Ckoexp(—Q/T) (455)

em que ¢ é o tempo, T é a temperatura, C' é a concentracio, ko (108 h™!) é o fator pré-exponencial, Q
(1,2x 10* °F) é um parametro que relaciona a energia de ativacao e a constante dos gases, h (5BTU/(h
ft2°F)) é o coeficiente de troca de calor, p (40 Ibmol/ft3) é a densidade, T, (530 °F) é a temperatura
de entrada no reator, T, (530 °F) é a temperatura da camisa (constante durante todo o processo),
AH (4x10* BTU/Ibmol) é o calor da reagdo, A (50 ft?) é a area de troca térmica, V (25 ft3) é o
volume, ¢, (0,5 BTU/(Ibmol °F)) ¢ o calor especifico, F' (25 ft3/h) é a vazao, C. (0,20 Ibmol/ft?) ¢é a
concentragio na alimentagao e 7 é a taxa da reagao (Ibmol/(ft3 h)). Sabendo que o estado estaciondrio
para este modelo e para os parametros apresentados é T,.=534,6933°F e C..=0,1964 Ibmol/ft3, avalie
se 0 mesmo ¢é estavel ou nao.

Questao 7) Considere um reator CSTR em que acontece a reagao reversivel A dando B de forma
isotérmica, cujo modelo é dado como:

dCy F
T = (Cpe — Ca) — k1 C% + koCF (456)
a v
dc F . .
d—f =~ 0B + hCj — kO (457)

em que t é o tempo, C4 e Cp representam as concentracoes das espécies A e B, respectivamente; C 4,
é a concentracao de A na alimentacao; F' é a vazao volumétrica; V' é o volume; kq e ko representam as
constantes de reacao direta e inversa, respectivamente; e n e m sao constantes reais que caracterizam
a reacao em analise. Sabendo que V=5; k1=1; k2=0,5; n=2; m=0,9; que os estados estacionarios
para as concentracoes de A e de B sao iguais a 0,964459 e 1,035540 (respectivamente) e que um dos
auto-valores ¢ igual a -0,4; determine o valor de F'.
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7 Modelagem e Simulacao de Sistemas Distribuidos

7.1 Contextualizacao

Até o presente capitulo todos os modelos desenvolvidos apresentavam uma caracteristica particular, a
saber, eram modelos concentrados. Isto significa que o vetor de variaveis dependentes era funcao, inica
e exclusivamente, do tempo. Na pratica, a hipotese de mistura perfeita, amplamente adotada até este
capitulo, permitia o desenvolvimento de modelos representados por equacoes diferenciais ordinérias.
Todavia, os fendmenos encontrados no nosso cotidiano também sao dependentes de coordenadas es-
paciais.

Para ilustrar esse efeito considere uma aplicacao do cotidiano, a saber, a preparagao de um suco.
Para esta finalidade considera-se que o suco é formado pela polpa, agicar e dgua, todos estes inseridos
dentro de uma jarra. Para que o suco alcance o sabor desejado, os trés componentes sao misturados
até que se forme uma solugdo homogénea. Ao se atingir esta homogeneidade nao tem porque, em
qualquer posicao dentro da jarra, que o sabor seja diferente, visto que o mesmo esta bem misturado.
Neste caso, ter o mesmo sabor é ter a mesma concentragao, conforme observado na Fig. 83(a). Apés
finalizada esta etapa no tempo ¢ igual a %y, se o suco for deixado em repouso, isto é; sem que se
esteja misturando o mesmo, a tendéncia é, por acao da gravidade, que o conjunto polpa+acicar va
se depositando no fundo da jarra. Para esta situacao, a concentracao comeca a depender também
da posigao, ji que esta depende do tempo. Assim, para os tempos amostrados (t3 > to > t1 > tg)
observa-se um degrade de cores que representa a mudanga da concentragao ao longo da posicao dentro
da jarra (neste caso considerando apenas um sistema unidimensional por questdo de simplicidade),
conforme observado nas Figs. 83(b,c,d).

L]

(a) tZto. (b) tItl. (C) t=t2. (d) t:tg.

Figura 82: Representacao esquemdtica da concentrag¢ao variando com o tempo e com a posi¢ao.

Em resumo, se o sistema de agitacdo nao estiver atuante o tempo todo, nao se pode admitir a
hipétese de mistura perfeita, o significa que o modelo que representa este processo tem que ser escrito
em fungdo do tempo e de coordenadas geométricas. Para estes casos tem-se o denominado sistema
distribuido, em que uma ou mais varidveis dependentes é funcao de mais de uma variavel independente
(geralmente o tempo e as coordenadas geométricas), isto é; matematicamente, tem-se uma equagao
diferencial parcial.

7.2 Conceitos Basicos

Nesta secao sao apresentados conceitos importantes para ajudar no bom entendimento dos modelos
formulados como equacoes diferenciais parciais.
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Classificagao de uma Equacgao Diferencial Parcial Linear

Considere uma Equacgao Diferencial Parcial Linear de Segunda Ordem descrito com duas variaveis

independentes:

d%u 0*u 0%u ou ou
b d— + e— — 4
010z * Oyox + Cay@y T O + e@y + fu=g(z,y) (458)

em que u é a variavel dependente, x e y sao as varidveis independentes, e a, b, ¢, d, e e f sao constantes
e g ¢ uma funcao das varidveis independentes.

Este modelo pode ser classificado em fun¢io do discriminante (A = b% — 4ac):

e Se A for menor do que 0 a equagao é dita Eliptica. Este tipo de modelo descreve processos
fisicos que ja atingiram o estado estaciondrio, e, consequentemente, nao dependem do tempo.
Como exemplo deste tipo de modelo tem-se a Equacao de Poisson:

u  0%u
902t o = 9@) (459)

e Se A for igual a 0 a equagao é dita Parabdlica. Este tipo de modelo descreve processos fisicos
dissipativos e dependentes do tempo que evoluem para um estado estacionario. Como exemplo
deste tipo de modelo tem-se a Equacao de Calor transiente unidimensional:

ou 0%u

em que k é a condutividade térmica.

e Se A for maior do que 0 a equacao é dita Hiperbdlica. Este tipo de modelo descreve processos
fisicos conservativos e dependentes do tempo que nao evoluem para um estado estacionario.
Como exemplo deste tipo de modelo tem-se a Equacao de Onda transiente unidimensional:

O _ oot

a2 = ¢ o (461)

em que ¢ é uma constante.

Condigoes Inicial e de Contorno

Todo fenémeno fisico, quimico ou biolégico que é representado por uma equagdo ou um sistema
de equacgoes diferenciais requer a definicao de determinadas condigOes para que o mesmo possa Ser
integrado. Estas condicoes podem ser classificadas como inicial e de contorno. Na condigao inicial, o
valor do vetor de variaveis dependentes é conhecido no tempo igual a zero, sendo que este pode ser
uma constante ou uma funcao das coordenadas espaciais. Ja uma condicao de contorno é definida
para problemas em que existe a dependéncia com as varidveis espaciais. Estas podem ser definidas
em funcao de valores constantes, de taxas ou da combinacdo de ambas. O tipo e niimero de condigoes
que devem ser definidas dependem das hipéteses adotadas para o fendomeno analisado, conforme serd
abordado na sequéncia.

e Condicao Inicial

Para estudos de caso representados por modelos concentrados (o vetor de varidveis dependentes
nao depende de coordenadas espaciais), deve-se definir uma condicdo inicial, isto é; para o tempo ¢
igual a zero para que o mesmo possa ser integrado. Para sistemas concentrados esta condicao inicial
sempre serd uma constante (visto que nao existe dependéncia com varidveis geométricas). Este tipo
de formulagao é conhecida como Problema de Valor Inicial (PVI) ou Problema de Cauchy, isto é;
em que se conhece uma condi¢ao inicial para avaliar o modelo diferencial. Como exemplo pratico
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considere um experimento em que deseja-se aquecer um liquido usando uma fonte de calor. No inicio
do processo o liquido esta a temperatura ambiente. Como o liquido serd aquecido, os valores coletados
para a temperatura irdo aumentar com o tempo (a uma taxa que vai depender da fonte utilizada).
Matematicamente, para simular este processo, a temperatura inicial (em ¢ igual a zero) que devera ser
utilizada serd, intuitivamente, igual a temperatura ambiente do liquido. E importante destacar que,
o tempo inicial empregado na simulacdao de um processo sempre sera definido pelo usuario, isto é; o
inicio do processo sempre depende do valor do vetor de varidveis dependentes avaliadas no tempo em
que se deseja inicializar o mesmo. Matematicamente, a temperatura 7'(t) inicial (t=0) dentro de um
recipiente ser representada como segue.

e Temperatura inicial dentro de um recipiente em que nao se considera a depedéncia espacial:
T(0) =Ty (462)

em que Ty é um valor constante para a temperatura no tempo t igual a zero. Neste caso, o valor
de Ty € definido a partir do instante em que o tempo comega a ser contabilizado, nao importando
o que aconteceu antes deste momento para fins de simulacao.

Por outro lado, se o modelo for distribuido (o vetor de varidveis dependentes é fun¢ao do espago)
e o processo é transiente (dependente do tempo), a condigao inicial poderd ser uma constante ou uma
funcao das coordenadas espaciais. Como exemplo pratico considere uma sala que tem um aparelho
de ar condicionado em uma das paredes. Deseja-se acompanhar a temperatura da sala considerando
vérios termometros na mesma (os termometros sao distribuidos espacialmente na sala). Se a sala ini-
cialmente estd a temperatura ambiente, no tempo igual a zero, a condicao inicial para este processo,
independentemente da posicao dos termémetros, serd igual a temperatura ambiente. Ao ligar o apa-
relho de ar condicionado para resfriar o ambiente, com o passar do tempo os termometros indicarao
temperaturas inferiores a ambiente, de modo que estas vao reduzir até que a condicao de equilibrio
seja encontrada (esta serd igual a definida como alvo no aparelho de ar condicionado, desde que o
mesmo seja apropriado para aquele tamanho de sala). Neste exemplo simples observa-se que a tem-
peratura inicial era uma constante. Todavia, apesar de arbitrarmos a mesma como constante, o perfil
de temperatura inicial dentro da sala nao é, naturalmente, constante. Isto acontece por que cada
parede da sala, geralmente, esta exposta a uma condicao diferente, o que implica em temperaturas
diferentes para cada uma destas. Assim, pode-se admitir como temperatura inicial os valores aferidos,
em cada um dos termometros, no tempo igual a zero. Estes pontos aferidos podem ser representados
por uma funcao que depende, exclusivamente, da posicao dos termometros espalhados na sala, visto
que a temperatura é aferida, para todos, no tempo igual a zero. Matematicamente, para um problema
3D, a temperatura T'(t,z,y, z) inicial (¢=0) dentro da sala pode ser representada como segue.

e Temperatura inicial dentro da sala constante:
T(0,2,y,2) =Ty (463)

em que x, ¥ e z sdo as coordenadas espaciais que definem o modelo 3D e T é um valor constante
para a temperatura no tempo t igual a zero.

e Temperatura inicial dentro da sala definida por uma fungao: ou por

T0,2,y,2) = f(z,y, 2) (464)

em que f é uma funcao que depende somente das coordenadas espaciais x, y e z.

E importante ressaltar que, para problemas de transferéncia de massa e de quantidade de movi-
mento, esta mesma idéia pode empregada para a determinar as respectivas condigoes iniciais associadas
a cada tipo de processo. Para essa finalidade deve-se avaliar o fendomeno em anélise, bem como as
hipéteses utilizadas.
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e Condigoes de Contorno

Quando o vetor de varidveis dependentes é fungéo de coordenadas espaciais tem-se um Problema
de Valor no Contorno (PVC). Estes podem ser encontrados, comumente, em todos os campos da
ciéncia, visto que os fendomenos observados na natureza sao, inerentemente, modelados no espago uni,
bi e tridimensional, conforme observado nas Figs. 84-86 (em que L4 e Lp representam os limites
inferior e superior para a varidvel geométrica L (L = [z,y, z]), respectivamente). Assim como no PVI,
determinadas condicbes, geralmente nos contornos da geometria que define o problema em anédlise,
devem ser definidas para que o PVC possa ser integrado. Para o caso das Figs. 84 e 85 sao apresentadas

as condicoes de contorno (CC; (i=1, ..., 4)) para os casos 1D e 2D, respectivamente.
CCy, CC
—— Y Dominio de Interesse |2—x>
xA 'xB

Figura 83: Representacdo cartesiana 1D.

cC,

Yo

Yo

X4 X

Figura 84: Representacdo cartesiana 2D.
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z 4 |~
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B
zZ

Figura 85: Representacao cartesiana 3D.

Na pratica, diferentes tipos de condigoes de contorno podem ser definidas para cada aplicagao. A
escolha do tipo de condicao de contorno que serd definida depende do fenémeno fisico analisado. A
seguir sao apresentadas as mais comuns no contexto da engenharia.

e Condigao de Contorno do Tipo Dirichlet (ou de primeiro tipo): neste as condi¢oes de contorno sao
fixas (constantes). Para exemplificar este tipo de condigao considere uma parede com espessura L
em que acontece, predominantemente, troca de calor na dire¢ao do eixo x (neste caso negligencia-
se trocas de calor nos eixos y e z). Para este estudo sao conhecidas as temperaturas nas faces
em =0 e em x = L, dadas respectivamente como T4 e Tz, conforme a Fig. 87.
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Parede

Figura 86: Representacao esquemdtica da condi¢ao de contorno do Tipo Dirichlet.

Considerando regime transiente, este fenémeno é modelado por uma equacao diferencial parcial
de segunda ordem com relagao a varidvel espacial. Neste caso, a varidvel dependente é a tem-
peratura T e as varidveis independentes sao o tempo t e a coordenada espacial x. Para este
estudo € necessario especificar a condicao inicial, bem como as condigoes de contorno para este
problema. A condicao inicial pode ser a temperatura conhecida no instante de tempo ¢ igual a
zero, isto é; T'(t = 0, z)=Tp (valida para qualquer = pertencente ao intervalo 0 < z < L). J4 as
condigoes de contorno podem ser formuladas como:

T(t,x=0)=T4, t>0 (465)
T(t,x=L)=Tp, t>0 (466)

Se as temperaturas Ty e Tp forem diferentes existira gradiente de temperatura e, consequente-
mente, transferéncia de calor (da maior para a menor temperatura).

Condigao de Contorno do Tipo Neumann (ou de segundo tipo): neste tipo de problema o valor
de uma derivada é conhecida em um determinado ponto do dominio de interesse. Para fins
de exemplificacao considere o problema de transferéncia de calor apresentado anteriormente.
Todavia, como para este tipo de condicao de contorno uma derivada é conhecida, considera-se
que o fluxo de calor em uma das paredes é conhecido, conforme a Fig. 88.

S

X

Parede

Figura 87: Representacdo esquemdtica da condi¢cdo de contorno do Tipo Neumann.

Conforme pode ser observado nesta figura, o fluxo de calor g4 é conhecido na parede =0, e em
x = L a temperatura é igual a Ts. Considerando regime transiente e dependente da coordenada
espacial z, este fendmeno é modelado por uma equacao diferencial parcial de segunda ordem em
relacdo a z. Assim sendo, a condicao inicial é definida como T'(t = 0, x)=Tp (vélida para qualquer
x pertencente ao intervalo 0 < z < L). J4 as condigdes de contorno podem ser formuladas como:

oT(t,x =0)

-k ox
T(t,x=L)=Tg, t>0 (468)

=q4, 120 (467)

em que k é a condutividade térmica do material que constitui a parede.

Um caso especial deste tipo de condicao de contorno é quanto a parede esta isolada termicamente,
isto é; o fluxo de calor g4 € igual a zero. Esta pode ser observada na Fig. 89.
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Parede

Figura 88: Representacao esquemdtica da condi¢io de contorno do Tipo Neumann (Parede isolada em uma
das faces).

Matematicamente, estas condicoes podem ser representadas como:

T (t,z =0)
- = >
0, t>0 (469)

T(t,x=L)=Tg, t>0 (470)

Outro caso interessante e que ocorre costumeiramente é o da simetria, conforme ilustrado na

Fig. 90.
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Figura 89: Representacdo esquemdtica da condi¢do de contorno do Tipo Neumann (Simetria entre as faces).

Esta é imposta pelas condigoes térmicas (idénticas) definidas nas superficies x igual a zero e x
igual a L. Para este caso, a distribuicdo de temperatura em uma metade da parede ¢é idéntica a
outra metade (em relagdo ao centro z=L/2). Matematicamente, esta condi¢ao é definida como
sendo:

=0, t>0 (471)

Na pratica, isto significa que o modelo pode ser integrado de z=0 até * = L/2 ou de x = L
até ¢ = L, visto que as distribuicoes de temperatura sao idénticas. Ao final da resolucao do
modelo basta rebater o perfil de temperatura obtida em uma metade na outra. Com a redugao
do dominio de integracao na direcdo de = pela metade, tem-se a reducao do custo computacional
relacionado a integracdo do modelo. Este tipo de condicao é bem interessante em se tratando
de problemas bi e tri-dimensionais, onde o custo computacional é bem relevante.

Cabe ressaltar que, do ponto de vista fisico, esta condi¢ao pode ser interpretada, para o exemplo
apresentado, como a nao existéncia de fluxo de calor no centro do dominio.

Condigao de Contorno do Terceiro Tipo: neste caso tem-se uma combinagao entre as de primeiro
e de segundo tipos. Revisitando o exemplo da transferéncia de calor em uma parede, esta
condicao hibrida representa a troca de calor por conveccao na superficie, sendo esta baseada
no balanco de energia na superficie, isto é; a condugao de calor na superficie da parede em
uma direcao escolhida deve ser igual a conveccao na superficie da parede na mesma direcao
(e vice-versa), conforme a Fig. 91. em que T, é a temperatura ambiente e h é o coeficiente
de transferéncia de calor por conveccao. Neste caso, o calor que chega na face em x igual a
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Figura 90: Representacao esquemdtica da condi¢ao de contorno do Terceiro Tipo.

zero por convecgao deve ser igual ao calor transferido por condugao na mesma face. Para este
tipo de condicao considera-se a influéncia do meio em que o objeto que estd inserido, isto ¢é; da
temperatura ambiente T,,. Matematicamente, esta condicao é definida como sendo:

WToo — T(t,z = 0)) = —kaT(t’;:O), t>0 (472)
X
T(t,x=L)=Tg, t>0 (473)

Cabe enfatizar que esta condicao é a mais comum em aplicagoes praticas em engenharia e areas
afins.

De forma geral, as condicoes de contorno apresentadas podem ser generalizadas a partir da seguinte
relacao:

90

A o€

= (20 + B30 (474)

em que O é a varidvel dependente, £ é a varidvel independente, O e §; (i=1, 2, 3) s@o constantes. Se
B for igual a zero e By e 3 forem diferente de zero tem-se uma condi¢ao do primeiro tipo. Por outro
lado se 9 for igual a zero e 51 e B3 forem diferente de zero tem-se uma condic¢ao de segundo tipo. Se
ambos (1, B2 e B3 forem diferentes de zero tem-se uma condi¢do do terceiro tipo.

Do ponto de vista matematico, as diferencas entre cada uma das condi¢ées de contorno apresen-
tadas podem ser ilustradas através de um exemplo pratico. Assim, considere a transferéncia de calor
em uma placa quadrada (1 u.m x 1 u.m.) conforme a Fig. 92.

=

100

cG 25

25 x

Figura 91: Representacao esquemdtica das condi¢des de contorno em uma placa.

Fisicamente, o processo de transferéncia de calor pode ser representado pela equacao de con-
servacao de energia em que sao necessarias quatro condigoes de contorno. Se o processo em questao
é estaciondrio, se ndo ha fonte de calor e se as propriedades fisicas sdo constantes, o modelo que
representa a transferéncia de calor é dado pela equacao de Laplace. Assim, matematicamente tem-se
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o seguinte problema (com trés das quatro condigoes de contorno):

0:<£>+<£>, 0<z,y<l1l (475a)
T=2uTl. ¥(z=10<y<1) (475b)
T=25uT. V(y=0,0<z<1) (475¢)
T=100wT. ¥(y=1,0<z<1) (475d)

em que x e y representam as coordenadas cartesianas e T' é a temperatura.

A condicao de contorno CC em z igual 0 foi definida genericamente, isto é; a mesma ird assumir
formas diferentes para cada um dos casos que serdao apresentados. Estes sdo descritos como:

e Caso 1: A condigao de contorno C'C; em x=0 é dada como (primeiro tipo):

T =25 (476)

e Caso 2: A condicao de contorno C'C; em x=0 é dada como (segundo tipo com fluxo igual a zero,
isto é; o sistema ¢ isolado termicamente):

aT
s =0 (477)

e Caso 3: A condigao de contorno C'C; em x=0 é dada como (terceiro tipo):

oT
— oo =T -2 (478)

A Figura 93 apresenta os perfis de temperatura e curvas de nivel em uma placa quadrada para
cada um dos trés casos analisados. Para essa finalidade é utilizado o Método das Diferencgas Finitas
Explicito com uma malha com 60 x 60 pontos.

Nas Figuras 93(a), 93(c) e 93(e) podem ser observados os perfis de temperatura ao longo da placa,
isto é; nas diregoes das componentes x e y. Para o Caso 1 (T'=25 u.T.) observa-se claramente o
atendimento desta condicao para z igual a 0, bem como das outras trés condigoes. Do ponto de vista
fisico, observa-se que em y igual a 1 existe um gradiente de temperatura, isto é; na borda y igual a 1
o calor é transportado em direcao as outras trés dire¢des. Além disso, como trés das quatro condicoes
de contorno sao iguais a 25 u.T., observa-se a simetria do sistema para o Caso 1, conformem pode ser
observado na Fig. 93(b). Este mesmo comportamento pode ser observado para as outros casos no que
tange a distribuicao de temperatura. Todavia, em cada um destes a condigao de contorno em x igual
a 0 é diferente o que na pratica implica em formas diferentes de propagacao do calor pela placa. Na
Figura 93(c) observa-se a condigao de isolamento térmico, o que implica na assimetria deste caso com
relacao as condicbes de contorno consideradas. Além disso, observa-se claramente no perfil de curva de
nivel para este caso (ver a Fig. 93(d)) que as linhas de temperatura apresentam inclina¢ao nula, como
era de se esperar visto que foi imposta a condicdo de derivada nula para z igual a 0. Finalmente, para
o Caso 3 (condigao de terceiro tipo), observa-se na Fig. 93(e) a distribuigao de temperatura para esta
condicao de contorno mais genérica e sua diferenca significativa em relagao aos dois primeiros casos.
No que tange as curvas de nivel observa-se o carater mais geral desta condicao visto que nao se tem
uma temperatura imposta (Caso 1) e nem um fluxo de calor nulo (Caso 2). Todavia, cabe ressaltar
que, conforme mencionado anteriormente, a condicao de terceiro tipo pode ser reduzida tanto a de
primeiro quanto de segundo tipos, sendo por este motivo considerada mais genérica. Finalmente, ao se
observar as Figs. 93(b), 93(d) e 93(f) pode-se constar as mudancas significativas oriundas da escolha
do tipo de condicao de contorno adotada.

’

E importante ressaltar que foram apresentadas condigbes de contorno para algumas situacoes
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Figura 92: Perfis de temperatura e curvas de nivel em uma placa quadrada considerando diferentes condicoes

de contorno.

particulares. Isto significa que, para cada estudo de caso em andlise, combinacbes diferentes entre
estas podem ser definidas. Em resumo, o tipo de condicao de contorno adotada é funcao do fendmeno
analisado. Assim, o efeito da radiacdo na superficie também poderia ser considerado em problemas
de transferéncia de calor. Finalmente, destaca-se que, apesar dos exemplos no campo da transferéncia
de calor, os mesmos principios podem ser empregados na caracterizacdo no que tange a massa e

quantidade de movimento.
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7.3 Modelagem Matematica
7.3.1 Reator Tubular do Tipo Plug-Flow

Um dos equipamentos mais tradicionais em engenharia quimica é o Reator Tubular do Tipo Plug-Flow
(Fluxo Pistonado), comumente reconhecido pela sigla PFR (Plug-Flow Reactor) (Pinto & Lage, 2001).
Este equipamento é normalmente constituido por um par de tubos concéntricos, sendo que na regiao
central flui a mistura reacional e na regiao anular passa o fluido de resfriamento, conforme ilustrado
na Fig. 94.

Fluido Reffn'gerante

Reagentes —

Fluido Refrigerante

Figura 93: Representa¢do esquemdtica de um reator PFR (Adaptado de Pinto & Lage (2001)).

Neste reator se estabelece um regime do tipo empistonado (plug-flow). Assim, diferentemente do
reator CSTR (mistura perfeita), em que as varidveis dependentes nao sao fungdes das coordenadas
geométricas, no PFR isto nao acontece, visto que ao longo do comprimento, do raio e do angulo,
uma reagao acontece. Isto implica que na medida que se avanga no reator, da entrada para a saida,
hé aumento progressivo das concentragoes de produto e decréscimo continuado das concentracoes de
reagente, bem como mudangas nos perfis de temperatura, ja que a reacao pode ser exotérmica ou
endotérmica. Em resumo, tanto a concentragao quanto a temperatura sao dependentes do tempo e da
localizagao geométrica dentro do reator. Conforme mencionado por Pinto & Lage (2001), os reatores
tubulares sao, particularmente interessantes, em aplicacoes que requeiram altas areas para troca de
calor e em aplicagoes que levariam a consumo excessivo de energia para homogeneizacao em tanques
agitados.

Para fins de modelagem considere que nao existem variagoes radiais e angulares das propriedades
e que o perfil radial de velocidade pode ser admitido uniforme. Se uma fatia (volume de controle)
infinitesimal (bem fina) do reator é analisada, como mostrado na Fig. 95, é razodvel admitir que as
propriedades sejam praticamente constantes no volume delimitado por esta fatia.

Perfil de
Velocidade
iR
_’ 11 -
y4
—»| |-
Az
[l L |

Figura 94: Vista lateral de uma fatia no reator PFR (Adaptado de Pinto & Lage (2001)).

Sabendo que este reator tem comprimento L e raio R, é possivel tomar como base o modelo
desenvolvido para o reator CSTR para obter o modelo do reator PFR. Para essa finalidade considere
o volume de controle (da fatia) como sendo TR2Az. Do balanco de massa global sabe-se que:

av

em que t é o tempo, V é o volume, e F, e Fy representam as vazoes (volumétricas) de entrada e
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saida, respectivamente. Por se tratar de um tubo observa-se que as vazoes de entrada e saida devem
ser iguais, visto que néo existe mudanca de fase e por se tratar de um fluido incompressivel. Assim,
F.=F,=F, sendo que F pode ser reescrito em termos do produto da velocidade v, pela drea (wR?),
isto é:

F = v,mR? (480)

Se F' é constante e o tubo tem area da base constante, implica que a velocidade também é constante.

Considerando uma reagdo de primeira ordem exotérmica A dando B, o balango de massa para o
componente A desenvolvido para o reator CSTR é dado por:
ac
VdTA = FCy, — FCy — kCAV (481)
em que C'4 é a concentragao da espécie A, C4, é a concentracao da espécie A na corrente de alimentagao
e k é a constante de reagao.

Substituindo o volume como 7R?Az e a vazdo como v,mR? na equacio do balanco de massa para
A no inicio (em z) e no final (em z + Az) do volume de controle obtém-se:

ac
WRQAzd—tA = 0, mR2C |, — 07 R2C Aoy s — kTREAZC, (482)

Dividindo ambos os lados por TR2Az e aplicando limite para Az tendendo a zero, chega-se a:

0C 4 0C
— =—v,—— —kC 483
ot * 0z A (483)
E importante ressaltar que o sinal negativo no termo da velocidade se deve ao fato de que, por
defini¢ao, o limite é a avaliagdo da grandeza em z + Az menos a avaliagdo da grandeza em z, o que
implica na inversao dos termos e, consequentemente, no surgimento do sinal negativo nesta parcela da
equacao.

Analogamente para o componente B pode-se escrever:

oCp  0Cp

Ja para o balanco de energia desenvolvido para o reator CSTR sabe-se que:
dr
chpE =Fpep(Te —T)+US(T; — T) + kCa(-AH)V (485)

em que p é a densidade (constante), ¢, é a capacidade calorifica (constante), 7" é a temperatura
dentro do reator, T, e T representam as temperaturas na corrente de alimentacao e na camisa,
respectivamente, U é o coeficiente de troca térmica (constante), S é a area efetiva de troca térmica
e -AH é o calor de reagdo (constante). Pela figura observa-se que S deve ser igual ao produto do
comprimento da circunferéncia de raio R pela altura Az, isto é; 2r RAz.

Substituindo o volume (7R?Az), a vazdo (v,mR?) e a expressio para S (2r RAz) neste balanco de
energia no inicio (em z) e no final (em z + Az) do volume de controle obtém-se:

dT
p7TR2AchE =0, mR*pcy(T), — Tlornz) + 2rRAZU(T; — T) + kCa(—AH)TR*Az (486)
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Dividindo ambos os lados por TR?Az e aplicando limite para Az tendendo a zero, chega-se a:

oT oT U
Pep gy = “VPlrg- 2§(Tj —T)+kCa(-AH) (487)

E importante ressaltar que se a temperatura da camisa T nao for constante (pelo uso de alguma
hipétese), deve-se, obrigatoriamente, desenvolver o balanco de energia para a mesma. Assim, se for
considerado que a temperatura da camisa é fun¢ao também da coordenada espacial (ja que é fungao do
tempo), pode-se empregar a Eq. (488) como base para a elaboragao deste modelo, como foi proposto
para os sistemas concentrados. Por outro lado, se a temperatura na camisa for apenas funcao do
tempo, utiliza-se como base a Eq. (486).

Para o modelo matematico desenvolvido observa-se, para cada equacao, a presenca de uma derivada
primeira com relagao ao tempo e uma com relagao ao espaco. Neste caso, é necessario definir, para
os balangos de massa e de energia, uma condicao inicial (¢=0) e uma condi¢ao de contorno (que pode
ser em z=0 ou em z=L), de modo que o sistema possa ser integrado. Assim, considera-se que no
inicio do processo as concentragoes das espécies A e B sejam iguais a Cao e Cpo, respectivamente, e
que a temperatura inicial dentro do reator é igual a T,. Além disso, supdoem-se que sdo conhecidas as
concentragoes e a temperatura de entrada em z=0, isto é; Cy(t,z = 0) = Cge, Cp(t,z =0) = Cpe €
T(t,z = 0) = T,. Para estas condi¢oes, o modelo que representa os balancos de massa e energia em
um reator PFR é dado como segue:

0C 4 0C 4
A, A 4
5t v kECy (488a)
Ca(t=0,2)=Cp0, 0<2<L (488Db)
Ca(t,z=0)=Cge, t>0 (488c)
JCp 0Cp
=B B 4
5t vz +kCa (489a)
CB(t:O,Z):CBO, OSZSL (489b)
Cp(t,z=0)=Cpge, t>0 (489c)
or or U
C e, 2 (T - T _AH 4
P oy VzPCp g + R( J )+ kCa( ) (490a)
T(t=0,2)=T,, 0<z<L (490b)
T(t,z=0)=T,, t>0 (490c¢)

Cabe ressaltar que condigoes diferentes das que foram apresentadas podem ser definidas. Por
exemplo pode-se assumir que, inicialmente dentro do reator, a temperatura é dada por uma fungao que
depende de z. Para este caso, a condicao inicial para a temperatura seria dada por T'(t = 0, z) = f(2)
(0 < z < L). Além disso, uma condicao em z = L poderia ser conhecida. Por exemplo, poderia ser
assumido que o comprimento do reator é tal que em z=L todo o componente A teria sido consumido,
isto & Ca(t,z = L) = 0 (t > 0). E claro que cada tipo de condigao (inicial e de contorno) deve ser
especificada de acordo com as hipéteses definidas para essa finalidade, de modo que o fisico sempre
seja respeitado, isto é; que nao seja considerada uma condi¢do que nao € fisicamente coerente com o
processo em analise.

Finalmente, cabe ressaltar que, em relacao ao reator CSTR, a mudanca fundamental observada
nos modelos desenvolvidos para o reator PFR é que as varidveis dependentes nao podem ser mais
consideradas uniformes no espaco, isto é; estas dependem das coordenadas espaciais, bem como do
tempo se o processo nao estiver em regime estaciondrio (ou permanente). Neste caso, as contribuigoes
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nas diregoes geométricas devem ser consideradas para a obtengao de um modelo coerente do ponto de
vista fisico.

7.3.2 Trocador de Calor Cilindrico

Considere um fluido escoando em um duto cilindrico de raio R e comprimento L, conforme a Fig. 96.

t<— Convectivo :R

\

. . ]
zZ Difusivo B

z Z+Az

[ |
-

L |

Figura 95: Representa¢do esquemdtica de um trocador de calor cilindrico (Adaptado de Pinto & Lage (2001)).

Neste equipamento, conhecido como trocador de calor, o fluido entra no duto em z=L a uma tem-
peratura 17, e é aquecido através da parede que é mantida a uma temperatura 7, via um coeficiente
pelicular de transferéncia de calor h. Nestas condigoes o fluido sai do duto (em z=0) a temperatura
Tp. Como as propriedades fisicas do fluido (densidade, p e o calor especifico ¢,) sdo consideradas
constantes, a velocidade média do fluido na diregao de z (v,) também é constante. Sob a hipdtese de
que a temperatura 7' é um valor representativo médio na drea de secao reta do duto, pode-se fazer
um balanco de energia térmica em um volume diferencial situado na posicao genérica z do volume de
controle VC (ver a Fig. 96). Nesta figura pode-se identificar trés tipos de fluxos de calor, a saber,
um convectivo que diz respeito ao movimento do fluido que estd sendo aquecido (isto é; este tipo de
fluxo de calor depende do movimento do fluido e consiste apenas no transporte da energia térmica
armazenada no proprio fluido pelo escoamento do mesmo), um difusivo que leva em consideracao a
troca de calor referente a diferenga de temperatura ao longo do comprimento do trocador de calor (o
fluido entra no duto a uma temperatura 77, e ao longo do comprimento o mesmo é aquecido, o que
implica em um gradiente de temperatura na direcao de z) e de troca térmica entre o fluido e a parede.
Esta é oriunda da diferenca de temperatura entre a parede e o fluido no volume de controle.

Matematicamente, o fluxo difusivo na diregao de z (g.) é dado pela lei de Fourier, que neste caso
é expressa por:

or

o (491)

q. = —k

em que k, é a condutividade térmica do fluido nesta dire¢do, considerada constante.

Ja o calor trocado entre a parede e o fluido no VC pode ser descrito como hS(T, —T') (em que S
é a area de troca térmica, sendo a mesma igual a 2r RAz):

MT, —T)2rRAz (492)

As energias acumulada e convectiva foram apresentadas na aplicacdo anterior, isto é; suas repre-
sentacoes matematicas foram desenvolvidas anteriormente para o reator PFR. De forma geral, ambas
as contribuicoes convectivas e difusivas devem ser avaliadas no volume de controle. Todavia, con-
forme observado na Fig. 96, a entrada e a saida do termo convectivo no VC sdo dadas em z + Az
e z, respectivamente. J4 para o fluxo difusivo a entrada e a saida no VC sao dadas em z e z + Az,
respectivamente.
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Neste caso, o balango de energia transiente no volume diferencial leva a:

0

E(WRQAzpcpT) = (mR?pu,c,T)|ZT2% — (nR%q.)|ZT2% + h(T, — T)2rRAz (493)
onde o sinal negativo no termo difusivo diz respeito a inversao dos limites (foi invertido para que se
tenha o sentido de z — z + Az, que é o mesmo do termo convectivo e que serd a base para o uso da
obtencao das derivadas parciais usando a defini¢ao de limite).

Mas como ¢, é descrito pela Eq. (493) entao:

z+Az
aat(TrRQAzpcpT) = (TR%pu,c, T)|ZT5% + (WR%@ZZ) + h(T, — T)2rRAz (494)

z

Dividindo essa equacdo por pR?Az e aplicando limite para Az tendendo a zero, obtém-se:

oT oT *T  2h
Per gy = PPV 8z+k 822+R( p ) (495)

Dividindo esse equac@o por pc, e definindo a difusividade térmica (o)) como sendo igual a k. /(pcy),
obtém-se:
or or 0*T 2h

E = Uza + a@ + T)CpR(Tp — T) (496)

Finalmente, para o modelo desenvolvido representar o comportamento térmico dentro do duto,
deve-se especificar uma condicao inicial e duas condigoes de contorno. A condicdo inicial para este
sistema pode ser definida como sendo:

T(t=0,2)=F(z), 0<z<L (497)
em que F'(z) é uma fungao que depende apenas da coordenada espacial z. Neste caso, tem-se uma

distribuicao inicial de temperatura ao longo do trocador de calor em t igual a zero.

A condicao de contorno na entrada do fluido no trocador de calor (em z=L) é facil de ser especi-
ficada, pois 0 mesmo entra na tubulacao a temperatura fixa T7. Assim, para z = L tem-se a seguinte
relagao:

T(t,z=L)=Tg, t>0 (498)

Jé a condigao de contorno na saida do duto (z =0) é mais dificil de ser definida, pois a temperatura
de saida do fluido, T}, depende de todo o aquecimento ocorrido no interior do duto. Entretanto, pode-
se supor que apos sair do duto o fluido nao sera mais aquecido, o que equivale a dizer que:

dT(t,z =0)

=0, t>0 499
az Y — ( )

Como descrito anteriormente, outros tipos de condigoes inicial e de contorno podem ser especifi-
cadas para este estudo de caso, desde que representem o fenémeno em analise.

7.3.3 Transferéncia de Calor em um Sélido
Considere um corpo sélido definido pelo volume de controle na forma de um paralelepipedo de lados

dx, dy e dz, paralelos aos eixos coordenados x, y e z, respectivamente, conforme apresentado na
Fig. 97.
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Figura 96: Flemento de controle em coordenadas cartesianas para a definicao da equacdo da difusao.

Genericamente, o balanco de energia para esse sistema é definido como :

calor que calor calor que energia presente
entrano | + | geradono | = sai do + no sistema (500)
sistema sistema sistema no instante t

ou matematicamente como:

. dr
qz + Qy +4q. + Q(dxdydz) = Qp+dx T Qy+dy + Qztdz T+ cppdxdydz% (501)

onde ¢ é o calor gerado por unidade de tempo e por unidade de volume, p ¢ a densidade, c, é a
capacidade calorifica e T' é a temperatura do sistema, ambas consideradas como sendo fungoes das
coordenadas espaciais (z, y, z), bem como do tempo t. ¢; (i=[z,y,z]) é o calor transmitido para o
elemento por unidade de tempo na ¢-ésima direcgao.

Em relacao a direcao de x, ¢, é dado pela seguinte equagao:

Gy = < — kxg) dydz (502)

onde k, é a condutividade térmica na direcao de =x.

Analogamente, o calor transmitido, por unidade de tempo, em x + dz é:

oT 0 oT
Qe+dx = ( - k’x% + % ( — k‘;pax> dl’) dydz (503)

Subtraindo-se as duas expressoes encontradas obtém-se

0 orT
v — Qx+4+dx — S TN 4
Go ~ Qu+do = 5 (k 5 ) dxdydz (504)
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De forma andloga pode-se obter as expressoes para as direcoes y e z:

0 oT
0 oT
Q> — Qoids = p <k:zaz> dxdydz (506)

em que k, e k. representam as condutividades térmicas nas direcoes de y e z, respectivamente.

Substituindo as Egs. (505), (506) e (507) no balanco de energia e dividindo cada termo por dzdydz

obtém-se:
0 oT 0 oT 0 oT ) oT

A partir da definicdo da equagao geral de transferéncia de calor pode-se, para casos particulares,
obter expressoes especificas, conforme apresentado a seguir:

e Se o meio for homogéneo, e se supor que o calor especifico, a densidade e a condutividade
térmica (em cada diregdo) nao sao fungdes da temperatura (consideradas constantes, isto é;
ky=ky=k.=k), a Eq. (508) pode ser simplificada:

WT+WT+WT
ox? Oy 022

1or
o Ot

q
- = 508
+1 (508)

onde a = k/(pc,) é a difusividade térmica.

e Se o sistema nao tem geracao calor e as propriedades fisicas sao consideradas constantes (k,=ky=
k.=k), a Eq. (508) pode ser simplificada (Equagao de Fourier):
WT+WT+WT7EE
0x2 = oy? 022 ot

(509)

e Se o sistema estiver em regime permanente, com propriedades fisicas constantes (ky=k,=k.=k)
e contemplar geracao de calor, a Eq. (508) é dada por (Equagao de Poisson):

WT+WT+yT

ox?  Oy?2 022

+I_9 (510)
k

e Se for considerado regime permanente, com propriedades fisicas constantes (k,=k,=k.=Fk) e nao
existe geragao de calor, a Eq. (508) se transforma na Equagao de Laplace:

*T  9*T 9T
8$2-+ ay2'+ 5.2 =0 (511)

Para finalizar a etapa da modelagem faz-se necessario a definicao das condigoes inicial e de contorno.
Objetivando definir algumas possibilidades, considere que o volume de controle esta imerso em um
fluido térmico que ¢ mantido a temperatura 7}, constante. Se esse volume de controle é considerado
macigo, o mecanismo de transferéncia relevante é o da condugao. Ja na superficie de contato entre
a esfera e o fluido, sao relevantes os mecanismos de transferéncia de calor por conducgao e conveccao.
De forma geral, pode-se definir algumas destas possiveis condigoes:

e Para o modelo em regime dinamico, a condigao inicial é dada por:

T0,z,y,2) =Ty, VO0<z<z4, 0<y<uyas 0<z<2zy (512)
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onde Tj é a temperatura inicial, £ 4, y4 € 24 representam os limites maximos para as coordenadas
x, y e z, respectivamente.

e Se o fluido é bem agitado, é razoavel admitir que a temperatura na superficie do elemento de
controle é sempre igual a temperatura do fluido (T%), isto é:

T(t,00uza,y,z)=Tf Vt>0, 0<y<ya, 0<2z< 2y (513)
T(t,x,00uya,2)=Tf, Vt>0, 0<ax<x4,0<2<24 (514)
T(t,x,y,00uzq) =T, V>0, 0<2x<x4, 0<y<ya (515)

e Se o mecanismo de troca de calor convecgao é considerado, as condicoes de contorno das faces
sao dadas por:

oT(t
_kx(’;”y’z) = h(Tf = T)|a=oouas, ¥t>0, 0<y<ys, 0<z<z4  (516)
r x=0ouzxa
oT(t
—ky ( v;’%z) =h(Tf = T)ly=0ouys, V1>0, 0<z <2y, 0<2<24 (517)
Y y=0ouya
oT(t
e LTy 2) ATy = T)omgousg, Y150, 0<2 <24, 0<y<ys (518)
0z f 4
z=0ou z4

onde h é coeficiente de troca de calor por convecgao.

E importante ressaltar que quaisquer combinagoes entre as equagoes que expressam as condigoes
de contorno podem ser utilizadas, sendo dependentes do problema fisico em questao.

7.3.4 Modelagem de um Trocador de Calor Tubular com Distribuicao de Temperatura
Laminar

Considere um fluxo laminar em um tubo circular de raio R e comprimento L, conforme ilustrado na
Fig. 98 (Bird & Stewart, 2007).

A
f

5

ZJ_-'

Fluxo

Figura 97: Trocador de calor cilindrico (Adaptado de Bird & Stewart (2007)).

Sabendo que o tubo troca calor com o fluido, entao, a temperatura do fluido é uma fungao das
coordenadas espaciais r e z. Neste caso, é sensato admitir que um volume de controle com elementos
Ar (espessura) e Az (altura). Na modelagem deste sistema considera-se que: i) estado estaciondrio;
i1) a energia entra e sai do volume de controle por conducdo em ambas as diregdes r e z; ii7) devido ao
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fluxo do fluido a contribuigao convectiva é relevante somente na diregao de z; iv) propriedades fisicas
constantes; v) em r=R é imposto um fluxo de calor igual a ¢i; e vi) perfil de velocidade do fluido na
direcao de z é dado como (Bird & Stewart, 2007):

Vz = Umax (1 - (R) ) (519)

A partir das hipdteses definidas tem-se as seguintes contribuigoes:

em que Upmqr € a velocidade méxima.

e Taxa de energia por conducao através da superficie em r:

Ag, (520)

r

em que A é a drea através da superficie em r. Para facilitar a visualizacao desta drea, a Fig. 99(a)
apresenta a mesma em destaque.

r
2nr
AIZ Az
=04 I
(a) Area de in- (b) Projecao no plano.
teresse.

Figura 98: Projecdo da drea na contribuicao de energia por condugdo em 7.

Jéa na Figura 99(b) tem-se a drea de intersesse, isto é; a mesma é 2mrAz. Assim, a contribuigao
de energia por condugao em r é:

2nrAzg, (521)
T
e Taxa de energia por conducgao através da superficie em r + Ar:
A 522
A (522)

em que A é a area através da superficie em r + Ar. Assim como apresentado para a superficie
em r, na Fig. 100(a) é apresentada a area de interesse.

r+Ar 2n(r+Ar)
Az ATZ
(a) Area de in- (b) Projecao no plano.
teresse.

Figura 99: Projecao da drea na contribuicdo de energia por condugdo em r + Ar.

Neste caso, a area apresentada na Fig. 100(b) é 2x(r + Ar)Az, sendo a contribuigao de energia
por condugao em r + Ar dada como segue:

2 Ar)Azq, 523
wlr+ Az (523)
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e Taxa de energia por conducgao através da superficie em z:

Ag. (524)

z

em que A é a drea através da superficie em z, que é representada na Fig. 101(a).

AV—>| |= r

E=p —

Ar
(a) Area de (b) Projecao no plano.

interesse.

Figura 100: Projecdo da drea na contribuicdo de energia por condugao em z.

Neste caso, a drea apresentada na Fig. 101(b) é 2nrAr, sendo a contribui¢do de energia por
condugao em z dada como segue:

2nrArg, (525)
z
e Taxa de energia por conducao através da superficie em z + Az:
A 526
qz st Az ( )

em que A é a drea através da superficie em z + Az, que é a mesma dada pela Fig. 101 para z,
isto é; 2wrAr. Assim sendo, a taxa de energia por condugao em z + Az é dada como:

2mrA 527
TrATG| (527)
e Energia devido ao fluxo de fluido (entalpia) através da superficie em z:
pv,AH (528)
z

em que a area A através da superficie em z, que é a mesma apresentada na Fig. 101 (27rAr).
Assim, a energia devido a entalpia em z é dada como:

pv2mrArH (529)
4
e Energia devido ao fluxo de fluido (entalpia) através da superficie em z + Az:
pv, AH (530)
z+Az

em que a area A através da superficie em z + Az. Como destacado anteriormente, esta é igual
a A = 2mrAr, conforme a Fig. 101. Assim sendo, a energia devido a entalpia em z + Az é dada
como:

pv2wrArH

1
z4+Az (53 )

em que p é a densidade, H é a entalpia por unidade de massa, ¢. e ¢, representam os fluxos (por
unidade de drea) nas diregdes de r e z, respectivamente. Dimensionalmente, cada uma das parcelas
apresentadas tem como unidade energia por unidade de tempo.
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Matematicamente pode-se escrever as seguintes contribuicoes:

2n(r + Ar)Azq, —2mrAzg,| +
r+Ar r
+2nrArg, —2nrArg,| + pv.2nrArH —pv2nrArH| =0 (532)
z4+Az z z+Az z
Dividindo ambos os termos por 2rAzAr e reorganizando obtém-se:
Tqr —Tqr qz — 4z H - H
0= r+Ar r z+Az z z+Az z 533
Ar tr Az v Az (533)

Se d, e ¢, tenderem a zero, a equacao acima pode ser escrita na forma diferencial (aplicando limite):

0q. a(“]r) aiH

0= 534
"0z + or revs 0z (534)
Os fluxos g, e g, sao computados utilizando a lei de Fourier para a conducao de calor:
oT
=—k— 535
Gr o (535)
oT
=—k— 536
gz % (536)
onde k é a condutividade térmica.
Ja a entalpia é dada como:
OH orT
9 99 (537)

em que ¢, ¢ a capacidade calorifica.

Substituindo estas informacoes o modelo matematico que representa o problema fisico descrito é
dado pela seguinte equacao diferencial parcial:

oT kE (10 oT o*T

O presente modelo requer que sejam definidas quatro condigoes, duas para cada variavel indepen-
dente. Neste cendrio, pode-se definir as seguintes condigoes:

orT
r=0,z
oT
k= —
or qm (540)
r=R,z
T(r,z=0)="1T (541)
oT
o - 0 (542)

A Equagao (540) representa a condigao de simetria (a temperatura é maxima quando r for igual
a zero). J& a Equagao (541) diz que quando o raio for igual a R tem-se um fluxo de calor conhecido
aplicado (q1), conforme definido nas hip6teses. Neste caso, também poderia ter sido adotado outras
condigoes, tais como, uma temperatura conhecida (primeiro tipo) ou a contribuicao convectiva (terceiro
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tipo). A Equagao (542) diz que em z igual a zero o fluido estd a uma temperatura conhecida (7p).
Finalmente, a Eq. (543) representa a condigao de fluxo nulo logo apés o comprimento maximo do
cilindro ser obtido.

O balango de energia acima pode (mais) simplificado considerando que o termo condutivo na
direcao de z é nulo. Esta hipdtese é bem razoavel para metais liquidos com elevadas velocidades v,
o que faz com que o modelo original se reduza a:

oT k(10 [ OT
Dl [y 543
vz 0z pep <7’8r (T 37‘)) (543)
Esta simplificagdo implica na redugao de uma condicao de contorno na direcao de z.

Por outro lado, o modelo acima pode ter a sua complexidade aumentada. Isto pode ser feito se
nao for considerado, por exemplo, a condicao de estado estacionario.

7.3.5 Modelagem da Transferéncia de Massa em um Catalisador Poroso: Difusao e
Reacao Quimica

Considere a difusao de massa no interior de um pellet de um catalisador poroso em que se deseja
representar a difusao média das espécies quimicas em termos de um coeficiente de difusao efetivo, isto
é; nao objetiva-se descrever a difusao dentro das tortuosas passagens vazias do meio existente. Assim,
considere uma particula de catalisador poroso e no formato esférico com raio R, conforme a Fig. 102.
Esta particula, que estd em um reator catalitico, é submersa em uma corrente de gas contendo o
reagente A e o produto B. Na superficie da particula de catalisador considera-se uma concentracao
constante e igual a Cus. Neste caso, a espécie A se difunde através das passagens tortuosas do
catalisador e é convertida em B na superficie catalitica.

Cas
r A—B

o)

Figura 101: Catalisador esférico (Adaptado de Bird & Stewart (2007)).

Para desenvolver o modelo que representa a conversao da espécie A sdo consideradas as seguintes
hipéteses: i) estado transiente com incremento de tempo igual a At; i) coeficientes efetivos; e iii) a
transferéncia de massa se da apenas na direcao radial e com espessura Ar. Assim, sdo desconsideradas
as contribuigoes angulares (em coordenadas esféricas).

A partir das hipdteses definidas tem-se as seguintes contribuigoes:
e Numero de mols da espécie A no tempo t:
VCy (544)
t

em que V é o volume e C'4 é a concentracao da espécie A. Neste caso, por se tratar de um
infinitesimal, o volume considerado (projetado) é apresentado na Fig. 7.3.5(a).

J& na Fig. (b) é apresentado o volume de interesse, isto é; o produto da 4rea da base (4772, que
é a drea superficial de um esfera) versus a altura (Ar). Assim, o volume que representa o sélido
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Volume de
Interesse AV’ T

A7 (Volume)

Area Superficial

(a) Esfera no plano. (b) Volume.
Figura 102: Projecdo do volume no plano e drea versus altura na direcao de r.

de interesse é dado por 47r2Ar. De posse desta informacdo o ntimero de mols da espécie A no
tempo t é dado como:

47TT2AT‘CA‘ (545)
t
e Numero de mols da espécie A no tempo t + At:

47TT2ATCA‘ (546)
t+AE

em que 472 Ar é o volume conforme apresentado na Fig. .

e Transferéncia de massa através da superficie em 7r:

Ny

dmrl At (547)

em que 4712 é a 4rea superficial de uma esfera avaliada em 7.

e Transferéncia de massa através da superficie em r + Ar:

Ny 4r(r 4+ Ar)? At (548)

r+Ar

em que 47 (r + Ar)? é a drea superficial de uma esfera avaliada em 7 + Ar.

e Massa transformada no volume de controle 4wr2Ar:
Radmr? ArAt (549)

em que 477r2Ar é o volume conforme apresentado na Fig. .

em que Cy é a concentragdo da espécie A, N4 é o fluxo méssico e R4 é a taxa da reagao referente ao
componente A.

Matematicamente, pode-se escrever as seguintes contribuigoes:

4r(r 4+ Ar)2At + Radnr’ArAt  (550)

47rr2A7“C’A’
t r+Ar

— 47T7“2A’I”CAL =Ny

4rr? At — Ny
,

+At

Dividindo ambos os lados por 4w ArAt e organizando o termo difusivo obtém-se:

CA} Ny (7"+A7“)2—NA r2

2 t+At ’t r4+Ar r 2
= — + 1
r . . Rar (551)
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Aplicando limite para At e Ar tendendo a zero obtém-se:

0C4 a(erA)
2 2
=— + 2
U 5 Ryr (552)
Da Lei de Fick temos que:
0C'4
Npy=—-Dy—— 553
A A Or ( )

onde D4 é a difusividade efetiva.

Substituindo a Eq. (554) na Eq. (553) e organizando chegamos ao modelo de transferéncia de

massa para a espécie A:
D
0Ca _Dad (7«2 8CA> + Ry (554)

ot r2 Or or

O modelo acima requer uma condi¢ao inicial para a concentragao de A e duas condig¢oes de contorno
em relagao a coordenada espacial.

O presente modelo requer que sejam definidas quatro condigoes, duas para cada variavel indepen-
dente. Neste cendrio, pode-se definir as seguintes condigoes:

0Cy
o =0 (555)
r=0,t
Cy = Cy, (556)
r=R,t
Ca = Cyo (557)
r,t=0

Onde a Equacao (558) representa a condigao inicial (C4o é uma constante ou uma fungao da
coordenada espacial r). Ja a Equacao (556) representa a condicao de simetria (para r igual a zero o
fluxo de massa é igual a zero). Finalmente, a Eq. (557) diz que para r igual a R a concentragao é
igual a C'45 (concentracao na superficie do catalisador).

7.3.6 Modelagem do Escoamento de um Filme Liquido em Queda em uma Rampa

Esta aplicagao considera o escoamento de um fluido ao longo de uma superficie plana inclinada com
dimensao WL (em que W é o comprimento caracteristico na direcao do eixo y e L é o comprimento
caracteristico na dire¢ao do eixo z), como ilustrado na Fig. 104.

Perturbagéo
na Entrada
Filme de
Liquido Entrada de
Liquido
.
Perturbagéo
na Saida Reservatorio

Figura 103: Diagrama esquemdtico do escoamento de um liquido em queda em uma rampa (Adaptado de
Bird & Stewart (2007)).

Para fins da modelagem, as seguintes hipdteses sao consideradas (Bird & Stewart, 2007): i) o
modelo serd valido na regiao de comprimento L, suficientemente distante das extremidades da parede
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para que os efeitos da entrada (reservatério) e saida nao sejam incluidos em Lj; ii) a inica componente
da velocidade relevante para a modelagem é na direcao do escoamento, isto é; v, e esta s6 depende da
direcao x (ver a Fig. 104); iii) as propriedades fisicas (densidade (r) e viscosidade (1)) sdo consideradas
constantes; iv) o filme liquido tem espessura igual a P; v) a direcdo da gravidade estd indicada na
Fig. 105, bem como todas as contribuigoes relacionadas ao balango de momento e vi) o volume de
controle é definido como LW Az, em que Az é o incremento de espago na direcao do eixo .

Momento
na Entrada do
Escoamento

Distribuicio de
Velocidade

Momento (Entrada)
por Transporte

Distribuigio de Viscoso em X
Fluxo de Momento

\|
Volume de "'X/ p 7
Controle \ .-~ B\\, !
Mornento , Dire¢do da
na Saida do MOme%lto (Seur;la) Gravidade
Escoamento por Transporte
/ Viscoso emX+Ax

Figura 104: Representac¢ao do escoamento de um filme liquido isotérmico viscoso de uma rampa (Adaptado de
Bird & Stewart (2007)).

As contribuigoes para o balanco de momento sdo descritas a seguir:

Acimulo de momento no instante de tempo t + At:

LW Azp(vy)|t+at (558)

Actimulo de momento no instante de tempo ¢:

LW Aap(v.)|; (559)

Taxa de momento em x no intervalo de tempo At:

LWA(722)a (560)

Taxa de momento em x + Az no intervalo de tempo At:

LW AH (7)o A (561)

e Taxa de momento na entrada (z=0) no intervalo de tempo At:

W Azv,pAt(v,)] =0 (562)

Taxa de momento na saida (z=L) no intervalo de tempo At:

W Azv, pAt(v,)| =1 (563)

Forca da gravidade agindo no fluido no intervalo de tempo At:

LW Azpg cos(8)At (564)
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em que t é o tempo, 7., € a tensao de cisalhamento de v, na direcao de x, g é a aceleracao da gravidade
e [ ¢é a inclinagao da rampa. Cabe ressaltar que o taxa de momento na entrada, isto é; em 2z=0 é
o momento instantaneo. Neste caso, como a massa é V versus p, o volume é reescrito em fungao da
velocidade v, (o mesmo raciocinio vale para a saida em z = L). Além disso, o termo cos(/3) se deve a
projecao da forca da gravidade na direcao do eixo z.

Matematicamente tém-se:

LWAwpvz’t-‘rAt = LWAprZ’t + LWAtTIZ’$ - LWAthz|x+A:c+
WAz Atv,pv,|,—0 — WAzv, pAtv,| .1, + LW Azpg cos(B) At (565)

Dividindo ambos os lados por LW pAxAt e organizando os termos obtém-se:

Uz|t+At - Uz‘t 1 TJ?Z|£E+ACC - sz‘x 1 2 z=L
S - = 566
e ; ( v 2| geos(s) (566)
Aplicando limite quando Az e At tendem a zero obtém-se:
0v, 101, 1 42=L
__ T _ = 567
ot p Ox L% .20 +gcos(B) (567)

Sabendo que 7, é dado pela Lei de Newton da viscosidade (fluxo de momento):

dv
Tuz = — b d; (568)
e que a viscosidade é constante, obtém-se o seguinte modelo:
ov,(t,x) podv.(t,z) 1 o|7=L
=07 2 o (t 569
8t ) 8%’2 LUZ( 73:) =0 +gCOS(ﬁ) ( )

Neste caso sao necessarias duas condigoes de contorno em z e uma condicao inicial para t. De
acordo com a Fig. 105, se x for igual a zero tem-se a velocidade maxima (vymqz). Por outro lado, se
x for igual a P a velocidade é nula (parede da superficie). J4 para o tempo inicial pode-se assumir
uma velocidade v, (que pode ser constante ou uma funcao de x). Matematicamente, estas podem ser
definidas como:

v.(0,2) =v,, 0< <P (570a)
v2(t,0) = Vamaz, t >0 (570b)
v.(t,P)=0, t>0 (570c¢)

7.4 Resolugao Numérica de Modelos Distribuidos

Em geral, resolver uma Equagao Diferencial Parcial (EDP) néo é uma tarefa trivial, devido as nao
linearidades presentes nos mesmos. Neste contexto, a resolucao analitica de EDPs sé é possivel para
problemas particulares, isto é; com caracteristicas bem especificas para a aplicacao de uma dada
técnica analitica. Assim, o uso de métodos numéricos para a resolucdo de problemas configura a
forma mais pratica para se obter a resolucao de uma EDP. Diante do que foi apresentado, esta secao
tem por objetivo apresentar uma das abordagens mais utilizadas para a integragao de EDPs, a saber,
o Método das Linhas (ML).
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Método das Linhas

O ML é uma abordagem que consiste em transformar a EDP em um sistema de EDOs de valor
inicial, sendo este entao resolvido via aplicagao, por exemplo, do Método de Runge-Kutta. Para essa
finalidade, considere uma EDP que apresenta uma varidvel dependente u, uma variavel independente
temporal ¢ e uma varidvel independente espacial x. Para este sistema, a referida transformacao é
realizada via discretizacao de uma destas variaveis independentes, geralmente a espacial, mantendo a
outra, usualmente o tempo, na forma continua. Esta discretizacao consiste em particionar o dominio
de interesse (originalmente continuo) em um discretizado. Como exemplo, considere a discretizagao
do dominio espacial em seis pontos, a saber, xg, x1, ..., x5, conforme ilustrado na Fig. 106. Assim,
ao invés de analisar a EDP em todo o dominio espacial, avalia-se a mesma em determinados pontos
do dominio de interesse. Na pratica, esta discretizacao espacial pode ser interpretada como o uso de
sensores, localizados em determinados pontos, para avaliar a grandeza u ao longo do tempo t. Cada
um destes sensores é representado por uma EDO de valor inicial que forma o sistema a ser integrado
(o modelo final é acoplado, isto é; ndo pode ser resolvido separadamente). Como resposta da aplicacao
desta abordagem tem-se a variacao temporal da varidavel dependente u nos pontos discretizados z,
x1, ..., T5 em fungdo do tempo continuo .

u
U(xs) - 0 D . * o o Sensor 6
Uy e . 0 © e e eSensor5
U)o . (3 ® @ e % Sensord
UQy) | e [ D e ©® e ¢ Sensor3
ux)—e_» . . ® e e #Sensor2
UXop) - e—e D D ¢ e e #Sensorl
— —
h 4 b & h s lg 1

Figura 105: Representacdao esquemdtica do Método das Linhas.

Cabe ressaltar que este método é aplicado principalmente para equacoes parabdlicas, pois sua
aplicacao em equagoes elipticas origina um conjunto de problemas de valor inicial, que por sua vez
também precisam ser resolvido considerados métodos de discretizagao.

Para fins de aplicagao deste conceito considere o modelo de transferéncia de calor transiente uni-
dimensional em uma barra de comprimento L (Fontana, 2018):

oT 0*T

2T g 1

5 = Y52 (571a)

T(Oa$) = Tinicial, 0<wz <L (571b)

T(t,0) =Text, t>0 (571c)
oT
—(t,L) = t 1d
5, L) =0, t>0 (571d)

em que t é o tempo, T é a temperatura, Tjpicia € a temperatura inicial, T,,.; é a temperatura na
extremidade em x=0 da barra, e « é a difusividade térmica. Neste modelo considera-se que a barra esta
a uma dada temperatura inicial (Tjniciqr) € que em uma das extremidades a temperatura é conhecida
(Test) € na outra o sistema esta isolado (fluxo de calor igual a zero).

Para resolver esta equacao considerando o ML é preciso discretizar a mesma na direcao espacial
(). Assim, deve-se definir o nimero de pontos de discretizacao (n) na direcao de x. Neste caso,
considere n igual a 6 pontos igualmente espagados na direcao de x ([£1=0 3 z3 x4 x5 x6=L]). Assim,
xo € igual a z1+Ax, x3 é igual a zo+Ax, e assim sucessivamente, sendo o n-ésimo ponto igual ao
comprimento final.

159



Como descrito anteriormente, a temperatura em cada um destes pontos serd acompanhada ao
longo do tempo usando sensores virtuais localizados em cada um destes pontos. Para esta finalidade
considere que para estes pontos estao relacionadas as temperaturas Ty, T, ..., Tg (uma para cada
ponto discretizado), conforme a seguinte estrutura:

Dominio Continuo

N\ Isol t
Exl|/\/\’/\/\’/\/\’/\/\’/\/\*i solamento

Térmico
' L)
X=0 x=L
Dominio Discreto
= AX ——AX =t AX ——AX —=—AX —
® e o ® ® ®— V=0

X1=0 X, X3 Xy X5  Xg=L
=Ty B=? T=? L,=? T=? IL=?

Figura 106: Representacao esquemdtica do Método das Linhas para o problema da transferéncia de calor
transiente unidimensional (Reproduzido de Fontana (2018)).

Nesta figura observa-se o fenémeno representado em ambos os dominios, isto é; no continuo e no
discretizado. Para aproximar os termos de derivadas espaciais (no modelo e na condigdo de contorno
x igual a L) considera-se a seguinte relacao (obtida via truncamento da Série de Taylor):

PT T —2Ti + T
ox2 = (Ax)?

(572)

em que Az é o tamanho do passo de integracdo, que para o problema em andlise pode ser definido
como:

L—-0
Ax = 573
r= (573)
Assim, substituindo a Eq. (573) na Eq. (572a) obtém-se:
dr Tiv1 — 2T +Ti .
— = =2,3,4,5 574

O modelo acima consiste de um sistema de equacgao diferenciais ordinarias, definidos nos pontos
internos i=2, 3, 4 e 5. J4 para os pontos externos i=1 e i=6, as condi¢oes de contorno (em x igual a
zero e x igual a L) do problema original devem ser utilizadas para a avaliagdo dos mesmos. Assim,
para que o modelo apresentado possa ser simulado é necessario definir expressoes que relacionem os
pontos externos (T} e Tg) aos pontos internos desconhecidos (T4, T3, Ty e T5). Cabe enfatizar que, pela
condi¢ao de contorno definida no ponto 6, T nao é conhecida explicitamente. Todavia, a partir da
condigao definida neste ponto (fluxo nulo), tem-se uma informagao que nos auxiliard na determinagao
do valor da temperatura para i=6.

Para a primeira condigao de contorno (z igual a zero) sabe-se que a temperatura é conhecida (esta
é igual a T,y conforme a Eq. (572c)). Neste caso, tem-se:

Ty = Tou (575)

Ja para x igual a L tem-se uma derivada nula (o sistema estd isolado termicamente, visto que o
fluxo neste ponto é igual a zero). Neste caso pode-se aplicar um esquema de discretizacao para tras
de forma que esta derivada possa ser avaliada no i-ésimo ponto. Matematicamente:

ory, T, —Ti

Oz li Ax (576)
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Substituindo i=6 (ponto no qual deseja-se avaliar a derivada) e sabendo que o fluxo de calor neste
ponto deve ser igual a zero (pela condicao de contorno definida no enunciado do problema para x = L),

obtém-se:
Te — T5

=0 (577)

Da relacao acima conclui-se que Ts=T5. Desta equagao percebe-se que nao se tem, diretamente,
o valor da temperatura em =6 (como observado para a condi¢cdo de contorno definida em x=0).
Todavia, tem-se uma informacao que auxilia na determinacao da mesma.

Finalmente, para que o sistema diferencial ordinario de valor inicial possa ser avaliado, faz-se
necessario definir uma condigao inicial para cada ponto interno (i=2, 3, 4 e 5), j4 que os valores de
T; e de T podem ser encontrados (explicitamente ou implicitamente) na Eq. (576) e na Eq. (578),
respectivamente. Como a temperatura inicial do sistema é considerada constante e igual a Tjncial,
basta associar este valor com a temperatura em cada ponto, isto é:

Ti(0) = Tiniciats @ = 2,3,4,5 (578)

Em resumo, para o problema proposto, o sistema de equagoes diferenciais ordindrias de valor inicial
considerando seis pontos de discretizacao é dado por:

— Lext (579&)
dT: Ty — 2T: —I— T
dt2 = ( 5 2 ! ) 5 T2 (0) = irmicial (579b)
dT: Ty, — 215+ T¢
73 ( = 3 + 2) 5 T3 (0) = T%nicial (579C)
dt
dT. Ty — 2T, —I— T:
d7t4 ( > 4 3) P T4(0) = irmicial (579d)
dTs T — 215 + Ty
—_ = Y <5 15(0) = T%nicia 579
i ( (Az)? ) , T5(0) ! (579)
Ty =Ts (579¢)

O sistema acima pode ser resolvido a partir da definigao dos parametros do modelo (L, «, Tey €
Tinicial) € do tamanho do passo Az (computado em func¢do do nimero de pontos de discretizagao n).

A seguir sdo apresentados alguns exemplos para demonstrar a capacidade desta abordagem em
sistemas de engenharia quimica.

7.4.1 Simulacao do Perfil de uma Haste Cilindrica Isolada

Considere uma haste cilindrica isolada com dimensao L (na dire¢ao do eixo z), conforme a Fig. 108.
Esta considera a variagao de temperatura apenas na direcao z, sendo a mesma isolada na extremidade
(z = L) e com temperatura constante Ty em z=0. O objetivo é encontrar o perfil de temperatura na
haste considerando uma abordagem numérica, a saber, o Método das Linhas, bem como comparar os
resultados obtidos com os resultados analiticos.

Para a modelagem deste sistema em questao sao consideradas as seguintes hip6teses (Souza-Santos,
2008): i) O material da haste é uniforme, i) A condutividade térmica e a densidade da haste perma-
necem constantes, 7i7) Nao existe mudancga de fase da haste, iv) Os isolamentos ao redor da haste sao
perfeitos, isto é; nenhuma transferéncia de calor é observada em superficies cobertas com o material
isolante.
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Figura 107: Representacdo esquemdtica de uma haste cilindrica isolada (Adaptado de Souza-Santos (2008)).

Baseando-se nestas hipdteses, o balanco de energia é dado pela seguinte equacao:

or | 9°T
PO =2 (580a)
T0,z2)=Tp, 0<z<L (580Db)
T(t,0)=Tp, t>0 (580¢)
oT
o, (LL)=0, t>0 (580d)

em que t é a coordenada temporal, z é a coordenada espacial, T' é a temperatura, p é a densidade,
C)p é a capacidade calorifica, A é a condutividade térmica, 7T}, é temperatura inicial da haste e Ty ¢é
temperatura da haste na extremidade z=0. Conforme observado na Fig. 108, em z = L a haste é
isolada, por este motivo adota-se a condicao de fluxo de calor igual a zero neste ponto.

Para fins de adimensionalizagdo do modelo acima, considere os seguintes grupos:

T-Ty

v = 1

T T, (581a)
A
= ——=t 581b
T pchQ ( )
¢ = % (581c)
A partir da aplicagdo destes grupos ao modelo apresentado obtém-se:
ov  0?v

- 7= 582
or g2 (582a)
v(0,6) =0, 0<¢<1 (582b)
U(r,0)=1, 7>0 (582¢)

ov

8—6(7, 1)=0, 7>0 (582d)

O modelo acima apresenta a seguinte solu¢ao analitica em fungdo das variaveis adimensionais:

m m — 1)272r m— 1)m(1l —
=™ ] exp (— @m - 1)'r'r ) cos <(2 1)2 (1 O) (583)

qz@,g):u%z

m=1

(_
(2m —1 4
Para a simulagao deste modelo considera-se a aproximagao de derivada segunda central, dada

Ccomao:

PV Wi — 204+ Uy
€2~ AE2

(584)

em que ¥;q, U; e U, representam as temperaturas adimensionais nos pontos ¢ + 1, ¢ e i — 1,
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respectivamente, n é o numero de pontos de discretizagao, Af é o tamanho do passo de integracao
na direcao de z (adimensionalizado). Neste contexto, substituindo a aproximagao descrita acima na
Eq. (583a) obtemos o modelo discretizado:

av; Ui —2V; + W
dr Ag? ’

i=2,..,n—1 (585)

Para avaliar da condicao inicial, a temperatura em 7=0 é computada como:

U, =0, i=2,..,n—1 (586)

Em se tratando da condic@o de contorno descrita pela Eq. (583b), como esta representa o valor da
temperatura em £=0, isto é; no ponto discretizado i=1, tem-se:

Uy =1 (587)

J& para avaliar a derivada primeira em £ =1 (z = L) (que corresponde ao n-ésimo ponto discreti-
zado), emprega-se uma aproximagao para derivada a ré:

AV U, — U,

— = 588
Assim sendo, a condi¢do de contorno para £=1 é dada pela seguinte relagao:
v, -V, _
"T’“:Oa\pn—\pn_lzo (589)

A Figura 109 apresenta o perfil de temperatura da haste para diferentes valores de n [60 100 200 500]
para trés posigoes adimensionais, cada uma em fungao de n (n=60 (£=[0,2372 0,4915 0,7457]), n=100
(£=[0,2424 0,4949 0,7474]), n=200 (£=[0,2462 0,4974 0,7487]) e n=500 (£=[0,2484 0,4989 0,7494])) e
para o tempo adimensional 7=[0 0,4].

De forma geral, nestas figuras é possivel observar que o Método das Linhas foi capaz de encontrar
boas estimativas para os perfis de temperatura adimensional para cada valor de n considerado. Ao
se analisar a influéncia de n em relacdo a qualidade da solugao obtida, observa-se que, quanto maior
o valor de n, melhor é o resultado obtido, isto é; menor é o erro cometido com relacao a respectiva
solucao analitica, conforme observado em cada uma das figuras. Isto ja era esperado, visto que ao se
aumentar o valor de n, valor do tamanho do passo (A¢) é reduzido, o que implica em uma melhor
representagao das derivadas nas Eqs. (585) e (590), isto é; quanto menor o valor do tamanho do
passo, mais precisas sao as aproximacoes para as derivadas. Do ponto de vista fisico, em 7=0 a
condigao inicial imposta (¥=0) é respeitada. Além disso, quanto mais préximo de £=0, mais o perfil
de temperatura adimensional se aproxima de W=1 (condigao de contorno para {=0). Por outro lado,
ao se aproximar de £=1, o perfil de temperatura adimensional se afasta de ¥=1 (vai reduzindo em
relagdo a £=0). Para o tempo adimensional maximo considerado (7=0,4), o processo nao alcanga o
estado estacionario. Neste caso, é necessario o aumento deste valor para que possa ser observado a
condicao de estado estaciondrio.

7.4.2 Simulacao do Perfil de Temperatura em um Trocador de Calor

Considere um fluido escoando em um duto cilindrico de raio R, comprimento L e condutividade térmica
do material k. O fluido entra no duto em y = L a uma temperatura 17, sendo aquecido através da
parede que ¢ mantida a uma temperatura 7, através de um coeficiente pelicular de transferéncia de
calor h. Como as propriedades fisicas do fluido (densidade, p, e calor especifico, C}) sao consideradas
constantes, a velocidade média do fluido, u, também é constante. Sob a hipdtese de que a temperatura
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Figura 108: Perfis dinamicos considerando diferentes nimeros de pontos de discretizacdo para o problema da
haste.

T ¢é um valor representativo médio na area de secao reta do duto e que em y =0 a temperatura ¢ T,
o balanco de energia térmica em um volume diferencial situado na posicao genérica y é dado como
(Pinto & Lage, 2001):

oTr or  0*T  2h
Co— =puCp— +k—= — —(T - 1T, 590
P Pat pu Pay+ ayQ R( P) ( a‘)
T=F(y), t=0,0<y<L (590b)
y=L, T=T;, t>0 (590c)
y=0, T'=1T, t>0 (590d)

em que Eq. (591b) é a condicao inicial para o processo, Eq. (591c) representa a condi¢ao definida em
y = L e Eq. (591d) representa a condicao definida em y =0.

Ao se dividir a Eq. (591a) por pC), e organizando a mesma, obtém-se:

orT oT 0*T 2h
T = U T«

A L A 1
ot Oy Oy? pCpR( ) (591)

em que « (difusividade térmica) é definido como k/(pCp).
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Definindo os seguintes grupos adimensionais:

z = % (592a)
at
T = 2 (592b)
T-1T,
= — 592¢
(Zs TL _ Tp ( )
pe— L2 (592d)
«
Nu = h?R (592e)
obtém-se o modelo adimensionalizado:
¢ ¢  0%¢
— = Pe—- 4+ — —2N
or “ox + ox? ug (593a)
p=G(zx), 7=0, 0<z<L/R (593b)
x=L/R, ¢=1, 7>0 (593c)
r=0, ¢=0, 7>0 (593d)

em que G ¢é a funcao resultante da adimensionalizagdo desta condicao com relagao a fungdo original
F.

Estado Estacionario

Para avaliar o modelo descrito anteriormente no estado estaciondrio é necessario que se negligencie
a contribuicao do tempo, isto é; a derivada da temperatura adimensional ¢ com relacao ao tempo
adimensionalizado 7. Assim, tem-se o seguinte modelo adimensionalizado em regime estacionario (ou
permanente):

_ .00 9
0= Pe% + ol 2Nu¢p (594a)
c=LJR, ¢=1 (594b)
x=0, ¢=0 (594c)

O modelo em regime estacionario corresponde a uma equacao diferencial ordindria de valor no
contorno de segunda ordem. Esta pode ser resolvida considerando véarias técnicas. Aqui serdao con-
sideradas aproximacOes para as derivadas contidas neste modelo via diferencas finitas. Sejam as
aproximagoes para derivadas primeira e segunda dadas, respectivamente, por:

99 dit1 — $i1

ox 2Ax (595a)
0% biv1 — 20 + dia
922~ (Aa)p (595b)

em que Eq. (596a) e Eq. (596b) representam as aproximagoes centrais para as derivadas primeira e
segunda, respectivamente e Az é o tamanho do passo de integracao, calculado em funcao dos limites
(inicial e final) estabelecidos para a varidavel x e do numero de pontos de discretizagdo n, definido
como:

_L/R-0

A
o n—1

(596)

em que L/R e 0 correspondem aos comprimentos maximo e minimo relacionados a variavel indepen-
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dente adimensionalizada x.

Substituindo Eq. (596a) e Eq. (596b) na Eq. (595a) e fazendo ¢ = ¢; obtém-se:

0 Pe (¢+1—¢—1> i <¢"+1 —20i+ ‘b“) —9Nug;, i=2,..n—1 (597)

2Az (Ax)?

Nesta caso, a equagao diferencial ordinaria de segunda ordem é transformada em uma equagao
puramente algébrica em termos das variaveis discretizadas ¢;_1, ¢; e ¢;+1. Esta equagao é linear com
relacao as variaveis dependentes ¢;_1, ¢; € ¢;+1. Neste caso, a mesma pode ser organizada em termos
destas varidveis como segue:

Pe 1 2 Pe 1 .
0= <_2A33+(A:c)2>¢i_1+ <_(Aaz)2_2NU>¢i+ <2Aaj+(A:c)2>¢i+1’ i=2,...,n—1 (598)

Além da discretizagao do modelo, também deve-se avaliar as condigdes de contorno, isto é; para
x igual a L/R, ¢ deve ser igual a unidade e para z igual a 0, ¢ deve ser igual a zero. Estas duas
condigoes sao apresentadas a seguir:

v=L/R, ¢p=1 (599)
z=0, ¢1 =0 (600)

Em resumo, o modelo completo em estado estacionéario é dado como:

1 0 o o0 --- 0 0 o1 0
©, © © 0 -~ 0 0 b9 0
0 66 B, B3 --- 0 O d3 0
Ap=b— | 1 1 L= (601)
o o o 0 --- O3 0 On—2 0
0 0 0O 0 --- Oy O3 On—1
L0 0 0 0 -~ 0 1 || ¢én | L1
em que:
Pe 1
6, = _2ACL‘ + 7(AFL‘)2 (602&)
2
=——— —2N 2
@2 (Aw)z u (60 b)
Pe 1

Como todos os parametros sao constantes e as incognitas sao representadas pelo vetor ¢ ([p1 ¢
... ©®n]), este sistema é linear. Este pode ser resolvido considerando diferentes abordagens (analiticas
ou numéricas). Por exemplo, este sistema pode ser resolvido a partir do célculo da inversa da matriz
A e, posteriormente, da sua multiplicacdo pelo vetor b.

Para avaliar a qualidade da solucao obtida pelo procedimento proposto, as solugoes numéricas e
analiticas serdo comparadas. A solugao analitica é dada como:

(—Pe + v Pe? + 8Nu) x (Pe + vV PeZ + 8Nu> z

exp 5 —exp | — 5
e (603)
(—Pe 1 VP2 + 8Nu) X <Pe + VP + 8Nu) X
exp 5 —exp | — 5
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em que X ¢éigual a L/R.

A Figura 110 apresenta o perfil da varidvel temperatura adimensional em funcao do comprimento
adimensional considerando os seguintes pardmetros: 25 pontos de discretizacao, X=1, nimero de
Peclet (Pe) igual a 20 e nimero de Nusselt (Nu) igual a 5. De forma geral observa-se, para o nimero
de pontos de discretizagao considerados, uma boa concordancia entre os perfis simulados e analiticos,

o que valida a técnica proposta. Também é possivel observar o atendimento das condigoes de contorno
para x=0 e x=L/R=1.

1
081
0.6
= /
0.4 4
,"‘ analitica
0.2 'I\" © numérica
‘I.‘
0 . . . ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Figura 109: Perfil de temperatura adimensional para n=25 para o problema do trocador de calor.

Na Figura 111(a) é apresentada a influéncia do parametro Pe ([0 1 5 10 20]) no perfil de ¢ ao longo
de x. Nesta observa-se que o aumento no valor deste parametro implica, por exemplo, na reducao da
difusividade térmica («) e, consequentemente, ¢ se aproxima da unidade, isto é; a temperatura 1" serd
igual a T7, em qualquer posigao do dominio espacial (assim nao existird troca de calor entre o fluido
e parede). Por outro lado, na Fig. 111(b) é apresentada a influéncia do parametro Nu ([0 1 5 10 20])
no perfil de ¢ ao longo de x. Nesta percebe-se que o aumento no valor deste parametro implica no
afastamento do perfil adimensional da unidade. Isto significa que, por exemplo, o valor do coeficiente
de troca térmica (h) estd aumentando (o que implica no aumento de energia trocada com a parede,
isto é; T estd tendendo a T},). Em resumo, para ambas as situacoes apresentadas nos graficos, quanto
mais préximo ¢ for da unidade para um dado valor de Pe (aumento) ou de Nu (redugéo), menor é a
energia trocada entre o fluido e a parede do trocador, visto que para ¢ igual a unidade, a temperatura
dimensional é igual a temperatura de entrada do fluido em L, isto é; ao longo do trocador de calor a
corrente de entrada nao ird trocar calor (ou ird trocar pouco calor) com a parede do fluido.

,//
0.8} rd
06
= 7 =
04t /
/s —Pe=0
\/ ——Pe=1
021/ Pecs 0 Nu=20
/ ——Pe=10
ol , ‘ ‘ Pe=20 02 ‘ ‘ ‘ , ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
(a) Pe. (b) Nu.

Figura 110: Influéncia dos parametros Pe e Nu nos perfis de temperatura adimensional para o problema do
trocador de calor.
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A Figura 112 apresenta a influéncia do nimero de pontos de discretizagao na qualidade da solucao
obtida. Para essa finalidade consideram-se os seguintes valores para n=[10 20 30 40 50 60 70 80 90
100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800 850
900 950 1000 1100 1200 1300 1400 1500] e como métrica para avaliar a qualidade da aproximacao
considera-se o somatério do médulo do erro absoluto, como apresentado na Eq. (605):

0.12
0.1
0.08

e
AT 0.06
o

0.04

[}
0.02 %%%mb
0 O0Co0o0000anncnance o o o

0 500 1000 1500
n

Figura 111: Infiluéncia do nimero de pontos de discretizacdo na qualidade da solucdo numérica obtida para o
problema do trocador de calor.

Erro =Y |énum(i) — Ganali)| (604)

=1

em que Gnum € Pana representam os i-ésimos valores considerando as solugoes numeérica e analitica,
respectivamente.

Nesta figura é possivel observar, como esperado, que o aumento no valor do niimero de pontos de
discretizagao implica no aumento da qualidade da solu¢ao numérica encontrada. Isto se deve ao fato
de que, aumentando o valor de n, o respectivo valor do incremento Az é reduzido, o que proporciona
uma melhor aproximacao para ambas as derivadas e, consequentemente, no aumento da qualidade da
solucao numérica computada. Todavia, ressalta-se que deve ser observado o custo beneficio referente
ao aumento deste parametro, visto que, a partir de um dado valor de n, o ganho em qualidade nao
justifica o custo relacionado com a resolugao do sistema linear correspondente. Neste caso, o usuério
deve sempre observar a relagao ganho de qualidade versus esfor¢co computacional.

Estado Dinamico

Anteriormente foi avaliada a condigao de estado estaciondrio para o problema do trocador de calor.
Neste momento serd apresentada a metodologia para resolver o modelo dinamico (Egs. (594a)-(594d)
em que a condigao inicial para 7 igual a zero é igual unidade (G(x)=1)). Esta consiste da aplicagao
do ML via aproximacoes para derivadas primeira e segunda conforme as expressoes descritas por
Eq. (596a) e Eq. (596b). Esta substitui¢ao resulta no seguinte modelo discretizado:

doi _ Pit1 — Pi-1 Pit1 —20i + pi—1 | o B
e Pe( 5AL ) + ( (Bo)? 2Nug;,, i=2,...,n—1 (605a)
Gi(r=0)=1, 0<z<L/R, i=2...n—1 (605b)
2=L/R, dp=1, t>0 (605¢)
2=0, ¢1=0, t>0 (605d)
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Este sistema diferencial discretizado em n pontos pode ser integrado com relagao a 7, isto é; as
informacoes dos contornos (Egs. (606¢)-(606d)) podem ser substituidas na Eq. (606a) de modo que se
tenha um modelo cuja condicao inicial é ¢;=1 (i=2, ..., n-1). Na Figura 113 sao apresentados os perfis
dindmicos considerando o problema do trocador de calor para 50 pontos de discretizacao na diregao de
x, tempo final igual a 0,1, X=1 (L/R), Pe igual a 20 e Nu igual a 10, bem como o Método de Runge-
Kutta 4* Ordem para integrar o sistema de equagoes diferenciais de valor inicial discretizado. Nesta
figura percebe-se a tendéncia dos perfis dindmicos em relagao a varidvel espacial = (conforme seta
apresentada no grafico), o que naturalmente implica no atendimento das duas condigdes de contorno.
Além disso, também é possivel observar que, para 7 igual a 0,1 o sistema alcanca a condicdo de estado
estacionario. Isto pode ser comprovado plotando-se os valores do estado estacionario para cada valor
de z discretizado, conforme é mostrado na Fig. 113.

]
0.3r
0.2+
0.17  sentido de crescimento de x
0
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

T

Figura 112: Perfis dindmicos para o problema do trocador de calor considerando n igual a 50 (o Estado
Estaciondrio e - Estado Dinamico).

7.4.3 Simulagao do Perfil de Concentragao de um Gas se Difundindo em um Liquido

Considere um liquido estagnado B dentro de um recipiente de comprimento L conforme a Fig. 114.
Este liquido reage com um gas A no tempo t=0 a uma taxa r4. Nesta aplicagdo objetiva-se determinar
o perfil de concentragao da espécie A sabendo que: i) a concentragdo de A na interface z=0 (Cy,)
é igual a 0,01 mol/m3; 4i) o fluxo de massa de A na interface =L é igual a 0; iii) o coeficiente de
difusdo de A em B (Dap) é igual a 2x107? m?/s; iv) a concentracdo de A dentro do recipiente para
t=0 é zero; iv) que o comprimento do recipiente é igual a 0,1 m; v) a taxa r4 é igual a -kC'4 mol/(s
m?) (em que k é a constante de reacdo igual a 2x1077); vi) e que o tempo total de simulacdo é igual
a 6048000 s.

Matematicamente, este processo é descrito pelo seguinte modelo:

oCx 0%°Cy
ot~ DAz A (6062)
Calt=0,2)=0, 0<z<L (606b)
Ca(t,z=0)=Cye, t>0 (606¢)
tz=1L
acA(é,;) =0, t>0 (606d)
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Gas A

=

§
Liquido B

L1

Figura 113: Representacdo esquemdtica do problema da difusio de um gds em um liguido (Reproduzido de
Constantinides € Mostoufi (1999)).

Para resolver este modelo sera empregado o ML com aproximagao para a derivada segunda dada
por:
?Cy _ Cyli+1) —2Ca(i) + Cali — 1)

607
022 (Az)? (607)
em que Az é o tamanho do passo de integracao na direcao de z.
Também considera-se a aproximacao a ré para avaliar a derivada em z=L, isto é:
0Cy  Cai)—Cai—1)
9z Az (608)
Substituindo estas informagcoes no modelo original obtém-se:
dCA(i) CA(i+1)—20A(i)+CA(i—1) . .
o = Dgap E +ra(i), i=2,..,n—1 (609a)
Ca(i)(t=0)=0, i=2,..,n—1 (609Db)
Ca(1) =Cye, t>0 (609c)
Ca(n) =Cx(n—1), t>0 (609d)

em que n é o numero de pontos de discretizacao.

Assim, o modelo diferencial parcial original é transformado em um equivalente formado por n-2
equacgoes diferenciais ordindrias de primeira ordem e de valor inicial. A Figura 115 apresenta os perfis
de concentracao sem reacao quimica (r4=0) e com reac¢do quimica (ry=kC,) para o problema da
difusao de um gas em um liquido considerando 50 pontos de discretizagao na direcao de z e o Método
de Runge-Kutta 4% Ordem para integrar o sistema diferencial. Nestas figuras é possivel observar
que em z=0 a concentracio aproxima-se do valor de Ca. (0,01 mol/m?) (valor limite e que define a
condigao de contorno) e com o aumento no valor de z a concentra¢ao diminui. Em relacdo ao estado
estaciondrio, observa-se que ambos os perfis estdo caminhando para o mesmo, isto é; nem todas as
concentracoes para diferentes posicoes em z encontram-se em regime estacionario. Todavia, para o
sistema sem reacao quimica (Fig. 115(a)), o estado estaciondrio sera encontrado mais rapidamente em
comparagao com o sistema com reac¢ao quimica (Fig. 115(b)). Isto se deve ao fato de que, para o caso
em que considera-se uma reacao quimica, naturalmente, o sistema demandard mais tempo para entrar
em regime, visto que o componente A estd reagindo com B. Além disso, para o sistema reacional, o
estado estaciondrio em relagdo & posicao z resultard em menores concentragoes para o componente A,
visto que este estd sendo transformado em B.

170



(a) Sem reagao. (b) Com reacao.

Figura 114: Perfis de concentracao sem e com reacao quimica para o problema da difusdo de um gds em um
liquido.

7.4.4 Simulacao do Perfil de Temperatura para fins de Diagnéstico de Queimaduras

A pele humana é formada por um conjunto de tecidos, glandulas e outras estruturas. Para fins de
aplicac@o considere que a pele é dividida em trés camadas (regides), sendo elas: a epiderme, a derme
e o subcutaneo (hipoderme) representadas esquematicamente na Fig. 116.

Figura 115: Representacdo esquemdtica das camadas da pele humana.

A presenca de uma fonte externa de calor sobre o tecido gera mudancas em sua fisiologia, tais como
o aumento na perfusdo sanguinea, na permeabilidade vascular e na atividade metabdlica (Xu & Lu,
2011). O fluxo sanguineo é o pardmetro que mais interfere no fenomeno de transferéncia de calor,
visto que o escoamento de sangue pelo sistema vascular é um dos principais veiculos pelos quais o
calor é dissipado dos tecidos. Dessa forma, quanto maior a vazao de sangue, maior serd a dispersao
de calor gerado e, consequentemente, menor dano ao tecido atingido (Pennes, 1948).

Tradicionalmente, o diagnéstico e a severidade de queimaduras para fins de tratamento sao deter-
minados de maneira visual. Alternativamente a esse tipo de abordagem, o uso de modelos matematicos
para o diagnostico de queimaduras tem sido cada vez mais empregado para essa finalidade. Mate-
maticamente, este processo pode ser modelado pela equagdo de transferéncia de calor em tecidos,
associado a equacao de dano térmico. Neste contexto, a presente aplicacao trata da simulagao do
perfil de temperatura na pele humana.

A modelagem matemaética do fenémeno de transferéncia de calor em tecidos vivos ndo consiste um
processo trivial. Algumas dificuldades sao apresentadas (Xu & Lu, 2011):

e Complexidade do sistema vascular e, consequentemente, a inviabilidade de desenvolver um mo-
delo que inclua todos os efeitos de vasos e tecidos que interferem no sistema;
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e Existéncia de respostas biolégicas em forma de aumento na temperatura local do sistema;

e Escalas reduzidas de gradiente temperatura nas microvasculaturas dos sistemas.

Todavia, mesmo com os aspectos anteriormente citados, Harry H. Pennes, no ano de 1948, publicou
a equacao cldssica que descreve o fenémeno de transferéncia de calor em tecidos vivos, considerando
os efeitos do fluxo sanguineo. Inicialmente, o estudo por ele desenvolvido consistia em prever os perfis
de temperatura no antebraco humano, porém, culminou na representacao mais comum da distribuicao
temporal e espacial da temperatura em sistemas vivos (Pennes, 1948). A equagao desenvolvida por
Harry Pennes é denominada por Equagao Classica de Transferéncia de Calor em Tecidos ou simples-
mente Equacao de Pennes.

Como a pele humana ¢é dividida em camadas, as propriedades fisicas em cada um destas é diferente,
o que aumenta a complexidade do modelo. Além disso, como forma de representar os efeitos do fluxo
sanguineo, acrescentou-se a equacao tradicional de conducao de calor um termo que designa fonte
de energia. A explicagdo para a introdugao desse termo no balango térmico do sistema (equagao
de condugao) se deve ao fato de que o efeito mais significativo da perfusao sanguinea nos perfis de
temperatura de um tecido é resultado do gradiente de temperatura existente entre o sangue e o tecido
analisado (Zhu, 2009). Desse modo, com a finalidade do diagnédstico do grau de queimadura na pele
em um sistema unidimensional com propriedades fisicas constantes, o modelo matematico proposto
por Pennes foi nesta aplicacao é dada como segue:

T 2T
ptctaa—t =k (ng) —wspses (T —Ty)+Q, 0<z <L, t>0 (610a)
T=T, =0t>0 (610b)
T
gx:O r=L1t>0 (610c)
T=37°C, 0<z<Lt=0 (610d)

em que k é a condutividade térmica, ¢ é o calor especifico, p representa a densidade, w simboliza o
coeficiente perfusao sanguinea, ) é a fonte de calor, t é a coordenada temporal, x é a coordenada es-
pacial (com comprimento total igual a L), T sao valores prescritos da temperatura, ¢ e s sdo subscritos
que simbolizam o tecido e o sangue, respectivamente. T, é a temperatura ambiente (que representa
a temperatura do sangue abaixo da camada subcutanea) e Tj, é a temperatura de queimadura (tem-
peratura em que a pele serd atingida por uma fonte externa). Nesta simulacdo, visto que a epiderme
possui uma espessura que varia na ordem de 30um a 500pm, sao consideradas apenas as duas camadas
da pele: derme e subcutaneo.

Em 1947, Henriques e Moritz determinaram um modelo empirico para avaliar quantitativamente o
dano gerado em tecidos vivos apds serem expostos a uma fonte externa de calor. O modelo proposto é
funcdo da temperatura e do intervalo de tempo de exposigao do tecido (Oliveira et al. , 2016). Além
disso, a fungao dano (2) considera a concentracao de moléculas nao danificadas pelo calor e, assim,
descreve a maneira em que o calor afeta a taxa de reag@o quimica, tendo por base a Lei de Arrhenius
(Liu et al. , 1999), descrita como:

& = Aexp (- g;) , Q(0)=0 (611)

em que A é um parametro que depende do material, F, é a energia de ativagdo e R é a constante
universal dos gases perfeitos.

Neste caso, trés diferentes valores sao definidos para {2 de modo a determinar o grau da queimadura
na pele. Se ) for menor ou igual a 0,53 o dano corresponde a uma queimadura de primeiro grau. Se
Q) estiver entre 0,53 e 1,00 tem-se queimaduras de segundo grau. Finalmente, se € for maior que 10*
tem-se queimaduras de terceiro grau. Pode-se inferir, também, que quando §2 for maior do que 1,00 o
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tecido sofre um dano irreversivel e aproximadamente 63% das proteinas sao desnaturadas pelo calor
(Oliveira et al. , 2016).

Para a resolugao do modelo matemaético apresentado seréd considerado o Método das Linhas usando
a férmula de diferencas finitas para derivada de segunda ordem, conforme descrito para as outras
aplicagoes. O sistema de equacoes diferenciais ordinarias é resolvido usando o Método de Runge-
Kutta. A tabela a seguir apresenta os parametros considerados nas simulagoes.

Tabela 11: Parametros termo-fisicos utilizados nas simulacdes para a determinacdo da temperatura para fins
de diagndostico de queimaduras.

Derme Subcutaneo
Espessura (mm) 2,00 10,00
pt (g/mm3) 1,20x107%  1,00x1073
e (J/e°C) 3,60 2,50
k: (W/mm°C)  4,00x10~%  2,10x10~*
cs (J/g°0) 3,77 3,77
ws (1/s) 1,10x107%  1,32x1073

Para todas as simulacoes consideradas nesta aplicagao utilizou-se T,=37°C e 50 pontos de discre-
tizagdo no Método das Linhas. O perfil de temperatura e o dano térmico foram avaliados nos 120
primeiros segundos de exposicao, com trés diferentes temperaturas de incidéncia (queimadura): 60,
90 e 120°C.

A Figura 117(a) apresenta as distribui¢oes térmicas ao longo do eixo x e para determinados ins-
tantes de tempo (24 s, 60 s e 120 s), considerando diferentes temperaturas da fonte de calor definida
em =0, isto é; T;=60°C, 90°C e 120°C.

De forma geral, observa-se a mudanca nas distribuigoes térmicas em x=2 mm (mudanca das pro-
priedades da camada, isto é; passagem da derme para o subcutaneo). Nota-se que na primeira camada
analisada (derme), o calor propaga-se mais rapidamente quando comparada & camada subcutanea. O
fato era esperado devido ao maior valor de condutividade térmica que a derme possui. Assim, quanto
mais profunda a regiao analisada do tecido, menor o gradiente de temperatura formado. Isso também
é explicado pelo fato de que regioes mais profundas sofrem maior influéncia da perfusao sanguinea
e, assim, a dispersao de calor é maior. Ainda nesta figura é possivel observar que, para cada estudo
de caso (60°C, 90°C e 120°C), a temperatura em cada instante de tempo considerado (24 s, 60 s
e 120 s) diminui com o aumento da coordenada espacial x. Fisicamente, com o aumento do valor
desta varidvel espacial (aumento da profundidade da pele), menor é a quantidade de calor que chega
a espessura maxima. Assim, para cada valor de T, observa-se para um mesmo valor de x, quanto
maior a exposicao a fonte de calor, maior é a temperatura que se alcanga.

Ja nas Figuras 117(b,c,d) sdo apresentadas as distribuigoes referentes aos danos térmicos para cada
um dos estudos de caso analisados (60°C, 90°C e 120°C). Na Figura 117(b) (60°C), observa-se que
para esta temperatura foi constatada uma queimadura de segundo grau (primeiro e segundo graus).
Além disso, observa-se que logo no inicio do tempo de exposicdo do tecido ao calor, ou seja, nos 12
primeiros segundos, a pele ja é passivel de sofrer uma queimadura de segundo grau. Ainda assim,
apds os 2 min de andlise, apesar do valor do dano térmico aumentar, o tecido nao sofreu queimadura
de terceiro grau. Ja na Figura 117(c) (90°C) observa-se que a pele sofreu uma queimadura de terceiro
grau, ja que § alcancou o valor de 10%. Assim, a exposicao do tecido a uma temperatura de 90°C por
12 s é suficiente para gerar uma queimadura de terceiro grau. Apods 36 s de exposicao a essa mesma
temperatura, nota-se que o dano térmico é propagado para regides mais profundas do tecido. Conforme
observado na Fig. 117(d) (120°C), expor o tecido vivo a uma temperatura de 120°C, ainda que por
12 s, gera um dano térmico no tecido da ordem de, aproximadamente, 10'" vezes maior que o dano
necessario para classificar a queimadura como de terceiro grau. Isso acarreta lesoes gravissimas ao
tecido e a intervengao médica juntamente ao tratamento, deve ser extremamente eficaz para minimizar
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Figura 116: Perfis de temperatura e dano térmico considerando diferentes temperaturas iniciais.

essa lesao. Finalmente, em todos os graficos referentes ao dano, observa-se um valor minimo para esse
parametro. Em termos praticos, devido as caracteristicas termo-fisicas da camada da pele envolvida,
a partir de um determinado valor de x, nao é possivel mais observar o efeito da fonte de calor externa
inserida em z=0. Em outros termos, as camadas mais profundas da pele nao sofrem, explicitamente,
o efeito da fonte externa de calor em x=0.

A partir dos resultados obtidos conclui-se, a partir do uso deste procedimento matematico, que
pode-se chegar a um diagnodstico mais preciso de modo que este possa contribuir para um tratamento
mais efetivo do paciente que sofreu queimaduras indesejadas, assim como pode auxiliar para que o
paciente tenha um tratamento de acordo com o grau de queimadura sofrido pelo tecido. Finalmente,
ressalta-se que a abordagem apresentada nao tem como objetivo substituir o diagndstico dos profissi-
onais da satide, mas sim contribuir com esta analise.

7.4.5 Simulagao do Perfil de Temperatura em Cirurgias Oftalmolégicas

O olho humano é composto por diferentes especializagoes de tecidos as quais culminam em diferentes
camadas. Pode-se descrever resumidamente o conteido do olho em: trés tunicas (externa, média e
interna), uma lente e dois fluidos (Lyra, 2006). A tunica externa contempla a Esclera (tecido pouco
vascularizado, conjuntivo e sua coloragao é branca) e a Cdrnea (tecido transparente e resistente); a
tunica média é composta pela Cordide (conjunto bem vascularizado que produz melanina) e Corpo
Ciliar; e por fim, a tunica interna a qual contempla a Retina (Souza, 2009). Uma representagao
esquematica das camadas do olho humano é apresentada na Fig. 118.

As cirurgias refrativas utilizando laser ocorrem majoritariamente na cérnea. Esta camada é com-
posta por aproximadamente 78% de dgua e esté diretamente exposta ao ambiente, sendo responsédvel
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nervo 6ptico

Figura 117: Representacdo esquemdtica do olho humano.

por refratar os raios de luz e focé-los no plano da retina (Lyra, 2006). A cdrnea, assim como as ou-
tras regides do olho, excetuando-se a Cordide, é um tecido avascular em que o fenémeno da perfusao
sanguinea pode ser negligenciado ao analisar a propagacao de calor através do olho sem que ocorra
prejuizos (Souza, 2009).

Para fins de modelagem, admite-se que (Souza, 2009): i) estrutura ocular apresenta cinco camadas
(cérnea, humor aquoso, lentes (pupila, cristalino e iris), humor vitreo e esclera (cordide e retina)); ii)
que estas encontram-se sob perfeito contato térmico; iii) dominio unidimensional (coordenadas retan-
gulares); iv) o olho é considerado isolado do restante do corpo, bem como cada camada supostamente
homogénea e termicamente isotrépica. Conforme considerado por Souza (2009), o laser utilizado nas
cirurgias oftalmolégicas para corregoes de dioptrias é tratado como fonte e apresenta distribuicao do
tipo Gaussiano. Além disso, durante o procedimento cirirgico, o olho é exposto a fonte o qual fornece
energia (calor) para a camada mais externa do érgao (o laser). De toda energia emitida pela fonte
(laser), 95% ¢ absorvida pela cérnea e os outros 5% é refletido. Ao ser absorvido pela cérnea, o calor
é propagado de maneira condutiva associada aos fendomenos de evaporagao da ligrima, da convecgao
com o ar atmosférico e da radiacao.

Para esta aplicacao, o modelo fisico-matematico também é baseado na equacao de Pennes, sendo
que o laser é modelado como um termo fonte. Matematicamente, tem-se o seguinte problema:

or 0T
Ci— =k | == , 0<z<L 12
ey = (5oz) + Qi 05w Lies0 (6122)
[ o) (1~ F) Egexp (—px) i=1
oT R
kzlazhm (Ty — Ts) +eo (T* = T5,) +Eyap, =0, t>0 (612¢)
T
—k‘5gx:hbl (T5 = Tw), v=1L,, t>0 (612d)
T=Ty, 0<z<L,t=0 (612e)

0, se o laser estd desligado

(1) = { 1,  se o laser estd ligado (612f)

em que k é a condutividade térmica, ¢ é o calor especifico e p representa a densidade (em que o
subscrito i estéd relacionado a cada uma das camadas de tecido apresentadas). Portanto, o laser atua
apenas na cérnea, onde 7 € igual a um. As camadas subsequentes sao identificadas, respectivamente,
por i= 2 (humor aquoso), i= 3 (lentes), i= 4 (humor vitreo) e i= 5 (esclera). Além disso, Ey ¢é a
irradiancia, Ty é a temperatura do sangue, T, é a temperatura do ambiente, hy € o coeficiente de
convecgao do sangue, ho € 0 coeficiente de convecgao do ambiente, E,4, ¢ a taxa de evaporagao, € é
a emissividade da cérnea (0,975), o é a constante de Stefan-Boltzman, F' é a refletancia de Fresnel e
1 é o coeficiente de absorcao do laser. L é o somatodrio dos comprimentos de todas as camadas e Ty é
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a condicao inicial para a temperatura. Demais parametros foram definidos anteriormente no primeiro
estudo de caso.

Nas Tabelas 12 e 13 sao apresentadas as propriedades térmicas, geométricas e os parametros
considerados nesta aplicagao (Ooi et al. , 2008).

Tabela 12: Propriedades térmicas do olho humano.

Camada Espessura (mm) & (Wm ' K1) pkegm™3) c¢(Jkg ! K1)
1 - Cérnea 0,6 0,58 1050 4178
2 - Humor aquoso 3,0 0,58 996 3997
3 - Lentes 4.0 0,40 1050 3000
4 - Humor vitreo 15,0 0,60 1000 4178
5 - Esclera 0,1 1,00 1100 3180

Tabela 13: Parametros termo-fisicos utilizados nas simulagoes para a determinacao de temperatura em cirur-
gias oftalmoldgicas.

Parametro Valor

Temperatura do sangue (Ty;) 37
Temperatura do ambiente (71'_00) 25
Coeficiente de conveccao do sangue (hy) 65
Coeficiente de conveccao do ambiente (hoo) 10
Taxa de evaporagao (Eyqp) 40
Emissividade da cérnea () 0,975
Constante de Stefan-Boltzman (o) 5,67x1078
Refletancia de Fresnel (F) 0,024
Coeficiente de absor¢ao do laser (u) 1900

Objetivando avaliar a influéncia da irradiancia do laser (Ey=3,00; 3,40; 3,80; 4,20 e 4,60 W m~?) na
distribuicao térmica média da cérnea, cinco valores distintos para esse parametro foram considerados,
conforme a Fig. 119 (considerando 250 pontos de discretizagao na regiao correspondente a cérnea e
200 pontos de discretizagao nas outras quatro camadas no Método das Linhas).

T .t [°C]

& Ep =300 —eFEp=420
= Ep =340 Eg =460
25_ +E0 :3,80

4 5 6 7 8 9 10
18]
Figura 118: Distribuicdo térmica considerando diferentes valores para a irradidncia (Ey).

Ao analisar esta figura percebe-se que o valor deste parametro interfere de forma significativa na
temperatura média da camada mais externa do olho. Como era esperado, quanto maior for o valor da
irradiancia, maior serd o aumento de temperatura na cérnea. Assim, pode-se concluir que deve existir
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um valor 6timo para esse parametro de modo que a temperatura minima e a maxima da cérnea nao
ultrapassem 65 e 85°C, respectivamente.

Para avaliar o desempenho da metodologia proposta para fins oftalmoldgicos foi considerado o
valor de irradiancia usado por Souza (2009). Assim, a Fig. 120 apresenta as distribuigdes térmicas
considerando a irradiancia igual a 3,3934x10* W m~2 e os mesmos niimeros de pontos de discretizacio
da simulacao anterior.

T @b [°C]

251 —o— Humor Aquoso
20 T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 119: Distribuicées térmicas no olho para Ey=38,3934x10* W m~2.

Na Figura 120 é possivel observar que a temperatura na regiao da cérnea eleva-se mais rapidamente
quando comparada as camadas internas. Todavia, ao final do tempo de simulacao, os valores de
temperatura para os pontos dessa regiao estao dentro da regiao de interesse (65 e 85°C). Cabe ressaltar
que, a curva que representada pela posicao 0,6 mm é de interface, o que justifica o fato da mesma
estar fora dessa faixa. Conforme apresentado por Souza (2009), a distribui¢ao térmica apresentada
nesta figura deve-se aos fatores: i) as propriedades térmicas das camadas diferem entre si, favorecendo
mais ou menos a dispersao do calor; e ii) a camada mais externa (cérnea) é a tnica que sofre acao
direta da fonte de calor, isto é; o calor proveniente do laser é minimamente dispersado antes de entrar
em contato com a cornea, enquanto nas camadas mais internas o calor recebido é proveniente da
transmissao da camada anterior.

No presente capitulo foi apresentada a modelagem de alguns sistemas tipicos em engenharia
quimica, bem como uma metodologia numérica para a resolucao de problemas com determinadas
caracteristicas. Neste contexto, enfatiza-se que a abordagem numérica foi capaz de encontrar boas
estimavas para os perfis em cada um dos estudos analisados.

7.5 Atividades

Questao 1) Considere uma sala fechada em que estao dispostos termometros em diferentes posigoes
(paredes, bordas e no interior da sala). Com este aparato experimental pode-se avaliar a mudanca de
temperatura através do monitoramento dos termometros em relacao ao tempo e a posicao. O que deve
ser modificado neste experimento para que o modelo matematico seja: i) transiente e unidimensional;
i1) transiente e bidimensional; e i) estaciondrio tri-dimensional. Justifique a sua resposta.

Questao 2) Em engenharia, a complexidade de um modelo é funcao das hip6teses consideradas durante
a formulagdo do mesmo, bem como do fenomeno em andlise. Em se tratando de um tanque em
que acontece uma reacao quimica, como vocé poderia transformar um modelo que, naturalmente é
transiente e tri-dimensional, em um puramente transiente? Justifique a sua resposta.

Questao 3) A hipertermia pode ser definida como a elevagao ou manutengao de temperaturas a pata-
mares capazes de comprometer, ou mesmo de colapsar, o metabolismo de organismos vivos. No que
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tange o tratamento de cancer, a hipertermia pode ser utilizada como estratégia, sob determinadas
condigoes, para destruir células cancerigenas (todavia, ressalta-se que células sadias também sao afe-
tadas pelo aumento de temperatura). A Figura 121 apresenta um dominio bi-dimensional constituido
por um tecido sadio e por um tumor.

37°C
D
Tecido Sadio y
VT=0
, X
Tumor B
100°C o or, 37°C
2
VT=0
37°C

Figura 120: Caracteristicas do problema de interesse.

Para fins de aplicacao da referida técnica considera-se um tumor na forma de um quadrado e que
é aquecido por uma fonte de calor diretamente no contorno z = 0 € Ymin < Y < Ymaz (€M qUE Ypnin €
Ymaz correspondem aos limites inferior e superior que define o tamanho do tumor na direcao de y) e
que esta a temperatura de 100°C (ver a Fig. 121). Sabendo que P; (j=1, 2, 3, 4) representa o j-ésimo
sensor empregado para aferir a temperatura ao longo do tempo em diferentes partes dos tecidos de
interesse (sadio e tumoral), responda:

i) A partir do instante em que o processo se inicia, o que ird acontecer com a temperatura em cada
um dos sensores ao longo do tempo supondo que, inicialmente, todo o dominio estd a 37°C?;

1) Que tipo de modelo matemético poderiamos elaborar para descrever o perfil de temperatura em
cada um dos sensores? (OBS: nao precisa escrever o modelo matematico).

ii1) Ao analisar a Fig. 121, como vocé poderia maximizar a destruigdo do tumor ao mesmo tempo
em que se minimiza a destruicao das células sadias?. Justifique a sua resposta em cada um dos
itens.

Questao 4) Considere um cilindro macico de raio R e comprimento L em que a transferéncia de calor
ocorre na direcdo do raio genérico r. Sabendo que a contribui¢ao mais importante é a difusiva na
direcao radial r (em que —R < r < R), em que circunstancia vocé poderia adotar a condigao de
simetria em r igual a zero? Justifique a sua resposta a partir do ponto de vista fisico.

Questao 5) Aletas de resfriamento sdo equipamentos utilizados para melhorar a transferéncia de calor
das paredes para gases (pois estes apresentam tém baixa condutividade térmica). A temperatura do
sistema depende das dimensoes da aleta (comprimento e espessura) e da condutividade térmica do
material da aleta. Neste caso, para quantificar a eficiéncia de uma aleta deve-se obter o perfil de
temperatura ao longo da mesma. Matematicamente, considere que a transferéncia de calor para o
sistema de interesse é governada pela seguinte equacao diferencial:
2

= (T~ T (613)
onde T é a temperatura, x é coordenada espacial, a é o coeficiente de transferéncia de calor, A é a
condutividade térmica, T,,,, € a temperatura ambiente e B é a dimensao espessura de referéncia da
aleta. Para resolver este modelo é necessario conhecer duas condigoes de contorno. Estas sao dadas
como:

T(z=0) =T, (614)
dT'(z = L)

=0 615
o (615)
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em que L é o comprimento maximo na direcao de = e T,, é a temperatura da parede.

Considerando os seguinte grupos adimensionais

X = % (617)
€
I O;L]; (618)

determine: i) o modelo adimensional e ii) a matriz A e o vetor b que caracterizam o modelo adimen-
sionalizado discretizado para 5 pontos com espagamento igual a Ax.

Questao 6) A resolugdo numérica (aproximada) de equagoes diferenciais parciais configura um tema
de pesquisa de grande interesse para a comunidade cientifica. Isto se deve ao fato da solugao analitica
(real) s6 poder ser encontrada para estudos de caso particulares (que dependem do modelo final e das
condigoes inicial e de contorno). No contexto numérico, uma das abordagens mais empregadas para a
obtencao da solucao deste tipo de modelo é o Método das Diferencas Finitas. Em linhas gerais, este
tem como objetivo discretizar o modelo fisico, isto é; reescrever um modelo que é diferencial em um
equivalente representado por equagdes algébricas. Para fins de aplicagao considere a placa ABCD (ver
a Fig. (a)) em que deseja-se estudar a transferéncia de calor considerando a influéncia da geometria e do
tempo. Nesta placa sabe-se que o lado AB é mantido a temperatura 77, os lados AC e BD sao mantidos
a temperatura 15 e o lado CD é isolado termicamente. Ao aplicar o Método das Diferencas Finitas a
placa ABCD ¢ discretizada conforme a Fig. (b). Intuitivamente, a resolugdo numérica deste modelo
discretizado demanda um certo tempo de processamento, visto que deve-se resolver um conjunto de
equagoes algébricas para cada instante de tempo. Em sua opinido, como o tempo requerido para a
resolucao deste problema poderia ser reduzido sem que a malha apresentada sofra modificagoes?
Justifique a sua resposta.

A B A B

C D C D

(a) Modelo Fisico. (b) Modelo Matemaético.

Figura 121: Representagoes da placa fisica e da placa matemdtica (discretizada,).
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